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A témakorok kidolgozasat a legjobb tuddsom szerint igyekeztem megtenni. Azonban a tébbszori
atnézés utan is maradhattak benne hibak, hidnyossagok. Ennek kovetkeztében:

Jogi nyilatkozat

Ebben a kéziratban legjobb meggybz6désem szerint megbizhatd informdciokat k6zI6k.

Nem vdllalok kételezettséget és garancidt az informdcidk teljességének vagy pontossdagdnak hidnydbdl
adodo kévetkezményekért, nem vagyok kételezhets a kéziratban taldalhato informdciok javitdsdra és
frissitésére, tovdbbd nem vdllalok felel6sséget a kéziratban taldlhato informdciok haszndlatabdl eredé
bdrmilyen természetii karért.
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A felel6sség elhdritasa

A kézirat rendeltetése csupdn a személyes haszndlat, célja, hogy matematikdabdl az emelt szintii szobeli
érettségi vizsgdra valo felkésziiléshez tamogatdst nyujtson. Nem garantdlom, hogy a kézirat teljes
mértékben kielégiti a felhaszndlé igényeit.

Nem viselek semmilyen kézvetlen vagy kézvetett feleldsséget a kdrokért, amelyeket a felhaszndldk vagy
harmadik felek okoztak a kézirat helyes vagy helytelen haszndlatdval maguknak vagy mdsoknak.

Fenntartom magamnak a jogot, hogy bdrmikor, el6zetes figyelmeztetés nélkiil modositsam a kéziratot.

A kézirat lezarva: 2023. december 31.
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Szaffinak, Selymesnek és — kiilénésen! — Kasmirnak(1),
akik  segitettek és segitenek ,elviselni az
elviselhetetlent”...

ElGszo

Tobb évtizede tanitok emelt 6raszamu csoportokat (hivtak mar fakultaciénak, ESZEF-nek stb.), és
készitem fol didkjaimat egyetemi-fGiskolai felvételire.

Annak idején un. kbzponti irdsbeli érettségi-felvételi dolgozatot kellett irniuk, majd az altaluk megjel6lt
felsGoktatdsi intézménybe szbdbeli vizsgara hivtak be Gket — tébb olyan tanitvanyom volt, akinek igy
harom helyre is el kellett mennie. E vizsgdkon az ott taniték kérdezték Gket, akik altaldban nem
ismerték pontosan a kdzépiskolai anyagot, j6 esetben azért volt koztik kdzépiskolai tanar. Magam is
tobbszor voltam felvételi bizottsag tagja a Dunaujvérosi Egyetemen mind matematikabdl, mind
fizikabol.

2005 utdn, a kétszint(i érettségi bevezetésével nagymértékben egyszer(isodott a helyzet, egyetlen
szébeli vizsgat kell csak tenni, és a bizottsagok tagjai is kozépiskolai tanarok, akik tisztdban vannak a
tananyaggal. En 6riiltem ennek a véltozasnak.

Sajnos azonban torténtek mds valtozasok is: valamikor a didkoknak még ki lehetett adni a kiilonb6z6
témakoroket 6nallé feldolgozasra, amelyeket aztdan 6rdn kézosen megbeszéltink, igy készilve a
szébelire. Mert akkoriban még az el6irt tananyag és a rendelkezésre allé id6keret ezt megengedte. Ma
mar erre idénk sincs (legfeljebb az érettségi irasbelik utani és szdbelik el6tti id6szakban), illetve a
tanuldék hozzaallasa is megvaltozott — jobb szeretnek mar meglévé anyagokat megtanulni.

(Feleségem — aki magyartanar — nagyon plasztikusan fogalmazott: tizenot éve még csak néhany gyerek
volt, aki nem olvasta el a kdtelez6 olvasmanyokat, tiz éve csak néhany gyerek volt, aki nem olvasta el
a kotelezd olvasmdnyok roviditett kivonatat, Ujabban pedig mar csak néhany didk van, aki elolvassa
legaldbb a roviditett véltozatot... ®)

Ezt az igényt felismerve a konyvkiaddk minden évben megjelentetnek kiilénb6z6 kiadvanyokat ebbdl
a célbdl (némelyikiikben sajnos szakmai tévedések is el6fordulnak nagy szdmban).

Megitélésem szerint azonban ezek a konyvek — a terjedelem-ar kapcsolat nem elhanyagolhaté mivolta
miatt — joval tébbet tartalmaznak, mint ami valéban sziikséges egy sikeres szébelihez, és ami belefér
20 percbe.

Ez vezetett oda, hogy megprdbaljak 6sszedllitani egy olyan segédanyagot, amely megtanulhatd, és
—véleményem szerint! — elegendd egy sikeres szébeli vizsgahoz.

Remélem, sikerrel jarok.

A szerzdi jogokrdl: dolgozatom szabadon felhaszndlhatd, atirhato, kiegészithet6 és javithatd (Public
Domain) — a rd valé hivatkozést pedig megk6szénom... ©

Az esetlegesen el6forduld hibakat, kérem, irjak meg a pisti@fabianfamily.hu imélcimre, hogy javitani
tudjam azokat.
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Bevezetés

A kovetkez6kben néhany fontos tudnivald az érettségi vizsga részletes kbvetelményeit tartalmazd, az
érettségi vizsga vizsgaszabalyzatanak kiadasardl szélé 100/1997. (VI. 13.) Korm. rendelet 2. szamu
mellékletébdl (a matematikdra vonatkozo rész):

Az emelt szint(i szdbeli vizsga kozponti tételsor alapjan zajlik.

A tételt a vizsgdzdnak 6nalldan kell kifejtenie. Kozbekérdezni csak akkor lehet, ha teljesen helytelen
uton indult el, vagy nyilvanvald, hogy elakadt. (Ez esetben segit6 kérdést lehet feltenni, amennyiben
az még a felelési id6be belefér.)

A szébeli vizsgara legalabb husz tételt kell késziteni. A tételsort gy kell 6sszeallitani, hogy tematikailag
fedje le a kovetelményrendszert. A tételek feladatait minden évben frissiteni kell.

Vizsgazonként szikséges segédeszk6z a tételsorban szerepléd feladatokhoz kapcsolodd
Osszefliggéseket tartalmazd képlettdr, melyet a vizsgabizottsagot m(ikodtetd intézmény biztosit,
tovabba szbveges adatok taroldsara és megjelenitésére nem alkalmas zsebszamolégép, korzG, vonalzo,
szogmérd, melyekrél a vizsgazé gondoskodik.

Az egyes tételek egy-egy témabdl keriilnek ki. A tétel cimében megjeldlt témat logikusan, ardnyosan
felépitett, szabad el6adasban kell kifejtenie a vizsgazonak. A feleletben feltétlenil szerepelnitik kell az
alabbi részleteknek:

—egy, a témahoz tartozo, a vizsgdzo valasztasa szerinti definicié pontos kimondasa;
— egy, a témahoz tartozo, a vizsgazo valasztasa szerinti tétel pontos kimondasa és bizonyitasa;
— a kitlzott feladat megoldasa;

— a téma matematikdn belili vagy azon kiviili alkalmazdsa, illetve matematikatorténeti vonatkozasa
(tobb ismertetése vagy egy részletesebb bemutatasa).

A tételeket Ugy kell 6sszeadllitani, hogy a nehézségik (az altaluk atfogott tananyagrészek nagysdga és
mélysége) kdzel azonos legyen. Ugyelni kell arra, hogy a tételben kit(izott feladat nehézsége az egyes
tételeket tekintve korilbeliil azonos legyen.

A vizsgan haszndlhato képlettarat és a tételcimeket nyilvanossagra kell hozni.

A szobeli vizsgarész értékelése

A szébeli vizsgan elérhet6 pontszam 35. Az értékelés kdzponti értékelési Utmutatd alapjan torténik.
Az értékelési szempontok

A felelet tartalmi 6sszetétele, felépitésének szerkezete 10 pont, ezen beliil

- Logikus felépités, szerkesztettség, tartalmi gazdagsag 6 pont
Ebben a pontban kell értékelni a feleletben szerepls, a témdhoz ill6 definicioknak, a
kimondott tételnek és bizonyitdsdnak a nehézségét is.

- Afelelet matematikai tartalmi helyessége 4 pont

A feleletben szerepld, a témahoz ill6 definicié helyes kimondasa 2 pont

Ha tébb definiciot is elmond, akkor a definiciora adhatd 2 ponttal a legjobbat kell értékelni.
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A feleletben szerepld, a témahoz ill6 tétel helyes kimondasa és bizonyitasa 6 pont, ezen belil

- Atétel helyes kimondasa 2 pont
- Atétel helyes bizonyitasa 4 pont

A kit(izétt feladat helyes megoldasa 8 pont.
Ha a feladatot csak a vizsgdztatd segitségével tudja elkezdeni, akkor maximum 5 pont adhaté.
Alkalmazasok ismertetése 4 pont.

Egy, a tételhez ill6 alkalmazds vagy matematikatérténeti vonatkozds részletes kifejtése, vagy 3-4
lényegesen eltéré alkalmazds vagy matematikatérténeti vonatkozds révid ismertetése.

Matematikai nyelvhasznalat, kommunikacids készség 5 pont, ezen belil

- Matematikai nyelvhasznalat 2 pont

- Onallo, folyamatos el6adasméd 2 pont

- Kommunikacié 1 pont (Ez utdbbi 1 pont akkor is jdr, ha a vizsgdzo 6ndllo felelete utdn nem volt
sziikség kérdésre.)"”

2024. janudr 1-t6l az Oktatdsi Hivatal honlapjdan érheté el az aktudlis részletes vizsgakévetelmény.

A kordbbi évek kévetelményeitsl emelt szinten ez Iényegesen nem tér el.

Magam is tobb éve vizsgaztatok emelt szinten, hol elnokként, hol kérdezé tanarként, sok jo és rossz
feleletet hallottam. A vizsgdzék altal elkovetett hibak dltaldban (a tudashidanyon tul..) az ezen
jogszabdlyban megfogalmazottak, az értékelési szempontok nem ismeretének kévetkezményei.

igy irassomat igyekszem a fentiek figyelembevételével elkdvetni, kiilonos tekintettel a rendelkezésre
allé 20 perces idére.

Néhany fontos megjegyzés, roviditésmagyarazat:

- Ndlam egy tételbizonyitds a kovetkez6kbél all:
Tétel: pontos kimondds.
Bizonyitas: értelemszeriien, tovabba a bizonyitds befejeztét mindig jelezni kell valahogy,
példaul ,Ezt akartuk bizonyitani.” vagy ,Q. e. d.” vagy , Ez volt a tétel dllitdsa.” vagy ndlam
ol

- Ugyeljlink arra, hogy a valasztott tétel bizonyitasa ne legyen nagyon kénnyd, ugyanis a
bizottsdg ennek nehézségét is értékeli a ,logikus felépités, szerkesztettség, tartalmi
gazdagsag 6 pont”-jaban.

- Geometriafeladatoknal elkerilhetetlen egy j6 abra, ennek felhasznalasara én mindig
hasznalom a HAJ! jeldlést, amely a ,Haszndljuk az dbra jeléléseit!” mondat roviditése.

- Tovabbi roviditések: T = tétel, D = definicio.

- [rdsomban a matematikai kifejezéseket a MathType programmal készitettem, mig az dbrakat
a GeoGebra felhaszndldsaval.

- A dolgozat a 2024. majusi vizsgaidGszakra kiadott témakorok alapjan készilt (ez nagyjabal
megegyezik a kordbbi évek témakéreivel).


https://www.oktatas.hu/pub_bin/dload/kozoktatas/erettsegi/vizsgakovetelmenyek2024/matematika_2024_e.pdf
http://www.dessci.com/en/products/mathtype/
https://www.geogebra.org/?lang=hu

Vizsgazoi taktikak a szébelin

Korialbelll 150 sajat letett vizsgan tul tapasztalataim a kovetkezék:

- nem lehet minden tételt egyforman jél megtanulni;

- tudomadsul kell venni, hogy vannak jobb és kevésbé jobb tételek;

- nem szabad el6re eldonteni, hogy ezt a tételt akarom, a masikat meg nem kihuzni. Ha ugyanis
nem jon 6ssze a célom, akkor kdnnyen leblokkolhatok — és igy biztos rossz is lesz az a tétel.

Mar az Gsember is kilonb6z6 magikus eljarasokat vetett be annak érdekében, hogy elGzetesen
biztositsa cselekedete sikerességét — ne féljiink mi se ettél! Mondogassuk magunknak, hogy sikerlni
fog a vizsga, erésitsik magunkban a hitet! Higgyék el, ez sokat jelent.

Oliver Cromwell, az angol polgari forradalom egyik vezet6jének monddasat szoktam ezzel kapcsolatban
idézni: ,Bizz Istenben, és tartsd szdrazon a puskaport!” — szélt a donté csata elGtti esGs estén
katonaihoz. Tanuljunk, aztdn bizzunk magunkban.

r_-—_'»_ T —""—WV’v 'g:v- -y
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https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/8/88/Charles Landseer Cromwell Battle of Naseby.JPG

A feleletre legfeljebb 20 perc all rendelkezésre, ezalatt kell ismertetni a kit(izott feladat megoldasat,
illetve elmondani a tételt — a vizsgazo altal valasztott sorrendben.

Ha megitélésiink szerint sikerilt megoldani az — altaldban nem tul nehéz — feladatot, akkor érdemes
azzal kezdeni, hogy aztdn a maradék id6t teljes egészében a tétel elmonddasara fordithassuk, figyelve
arra, hogy az alkalmazdasok kifejtésére is jusson idénk (erre egyébként felelet kézben szoktak is a
vizsgaztatok figyelmeztetni).

Ellenkez6 esetben kezdjik a tétel kifejtésével, el6zetesen jelezve a vizsgabizottsagnak, hogy a
feladattal nem vagy nem teljesen boldogultunk. Ezzel felhivjuk a figyelmiiket arra, hogy a feladattal
kapcsolatban még dolguk lesz, hogy erre is szanniuk kell id6t.

Arra az esetre, ha egyik résszel sem boldogultunk, nem igazan tudok jé tanacsot adni... ©


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/8/88/Charles_Landseer_Cromwell_Battle_of_Naseby.JPG

Kidolgozott téetelek



1. tétel: Halmazok, halmazmdveletek. Nevezetes ponthalmazok a sikban és a térben.

A halmaz a matematika egyik legfontosabb fogalma, mai tudasunk szerint matematikai ismereteink
teljes egészében visszavezethet6k a halmazelméletre.

A halmazelmélet fejlédése a 19. szazad végén indult, és a 20. szazadban nyerte el jelenleg ismert
formajat.

A halmaz és az eleme fogalmat nem definialjuk, alapfogalomnak tekintjik, legfeljebb mas szavakkal
(6sszesség, csoport, benne van stb.) tudjuk koridlirni. Megallapodas szerint akkor beszélhetiink
halmazrdl, ha barmely dologrél egyértelmiien eldénthetd, hogy hozzatartozik vagy nem.

A halmaz elemeit altalaban kisbetlivel, magat a halmazt nagybetlivel jeloljik: ac A; bg¢A. Egy
halmazban egy elem pontosan egyszer szerepel.

Néhany specialis szamhalmaz kiilon nevet kapott, ezek jelét vastag betlivel irjuk: N; Z; Q; Q*; R, illetve
Z*; R stb.

A halmazokat megadhatjuk elemeik felsorolasaval vagy a halmaz elemeire jellemzé tulajdonsaggal,
példaul: A:= {a; b; c;d} ;Bi= {x eZ |x< 5} ; Ci= {Jézsef Attila versei}.

D: Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, lires halmaznak nevezziik. Jele: { } vagy & .

D: Két halmaz egyenl6, ha ugyanazok az elemeik, jeloen A=B.
A halmazok kozti kapcsolatok jellemzésére bevezetiink két Uj fogalmat:

D: Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme eleme B-nek is; A B. Az A halmaz
valodi részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme eleme B-nek is, de B-nek van olyan eleme,
amely nem eleme A-nak; AcB.

A részhalmaz kapcsolatra igazak a kovetkez6 tételek:
T. AcCA.
T:Ha AcBés BCC,akkor AcC.

T: Ho AcBésBc A, akkor A=B. Ezt a tételt gyakran haszndljuk két halmaz egyenlGségének
bizonyitasara.

A halmazok kozott miveleteket definidlunk, a legfontosabbak:

D: A egyesitése (unidja) B-vel azon elemek halmaza, amelyek legaldbb az egyik halmaznak elemei.
AuB:={x|xeAvxeB}

D: A metszete B-vel azon elemek halmaza, amelyek mindkét halmaznak elemei.
AmB:={x|xeA/\xeB}

D: A kiilénbség B azon elemek halmaza, amelyek elemei A-nak, de nem elemei B-nek.

A\B::{x|xeA/\X§EB}.
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D: A szimmetrikus kiilbnbség B azon elemek halmaza, amelyek vagy A-nak, vagy B-nek elemei.
AAB:={x|xeAvxeBAerAmB} vagy masképp AAB:=(A\B)U(B\A).

D: A Descartes- vagy direktszorzata B-vel azon rendezett szamparok halmaza, amelyek elsé tagja az A
halmaz, masodik tagja a B halmaz eleme.

AxB:= {(a;b)|aeA/\beB}

T: Az unid- és a metszetképzés idempotens, kommutativ, asszociativ és mindkettd disztributiv a
masikra nézve.

AUA=A ANA=A
AUB=BUA ANB=BNA
(AuB)UC=AU(BUC) (AnB)NC=AN(BNC)
(AuB)nC=(AnC)u(BNC) (AnB)uC=(AuC)n(BUC)

A halmazokra vonatkozé tételek bizonyitdsara, feladatok megoldasara legtobbszér Venn-diagramot
haszndlunk. A kdvetkezd tételt is ennek segitségével bizonyitom.

Tétel: Tetsz6leges A, B és C halmazok esetén (A mB) uC= (A uC)m(B UC).

Bizonyitas: Abrazoljuk az egyenl&ség mindkét oldalat Venn-diagramon!

A bal oldal:

El6bb majd

A jobb oldal:

A két utolsd rajzot 6sszehasonlitva lathatjuk a két oldal egyezGségét. //
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Tovabbi fontos m(ivelet a komplementerképzés.
Ennek meghatdrozdsahoz értelmezniink kell az Un. alaphalmazt vagy univerzumot.

D: Egy feladattal, problémdval kapcsolatba hozhaté 6sszes dolog alkotja a feladatra, problémara
vonatkozé alaphalmazt vagy univerzumot. Altaldban H-val vagy U-val jeléljik.

D: Az A halmaz H-ra vonatkozé komplementerén értjik H azon elemeinek halmazat, amelyek nem
elemei A-nak. Jele: A. Nyilvan Z =H\A, tovabbd Z=A .

A komplementerképzésre vonatkozo két legfontosabb tételt az un. De Morgan-azonossagok képviselik:

AUB=ANB

ANB=AUB
Fentiek alapjan belathaté a kovetkez6 tétel: Barmely halmazokra vonatkozd miveletsor felirhatd
(megfelel6 zardjelezéssel) csak unid- és komplementerképzéssel, vagy csak metszet- és
komplementerképzéssel.

Nevezetes ponthalmazok (mértani helyek)
D: Nevezetes ponthalmazokon altalaban az un. tdvolsdggal jellemzett ponthalmazokat értjlik.

Példaul: Azon pontok halmaza a sikban, amelyek a sik egy adott pontjatdl adott tavolsagra vannak, a
kor (kérvonal). (Az adott pontot a kér kozéppontjanak, az adott tavolsagot a kér sugaranak nevezzik.)

Bar ez definicionak latszik, mégsem az, hanem egy sziikséges és elegenddé feltételt megfogalmazo
tétel. Taldn e tulajdonsag jobban kitlinik a kbvetkez6 nevezetes ponthalmaz meghatdrozasabol:

T: Azon pontok halmaza a sikban, amelyek egyenld tdvolsagra vannak a sik két kiilonb6z6 pontjatdl, a
két pontot 6sszekots szakasz szakaszfelezé merGlegese.

Ugyanis definicio szerint a szakaszfelez6 meréleges az az egyenes, amely illeszkedik a szakasz
felez6pontjara, és merdleges a szakaszra. igy a fenti megfogalmazas a kdvetkezé két tételt foglalja
magaba:

1. Aszakaszfelez6 meréleges minden pontja egyenlé tavolsagra van a szakasz két végpontjatol.
2. Ha egy pont egyenlé tavolsagra van egy szakasz két végpontjatdl, akkor illeszkedik a szakasz
szakaszfelez6 merdlegesére.

Tovabbi nevezetes ponthalmazok:

T: Azon pontok halmaza a sikban, amelyek egyenlé tavolsagra vannak a sik két metsz6 egyenesétdl, a
két egyenes meghatarozta négy szog két szogfelez egyenese.

T: Azon pontok halmaza a sikban, amelyek egyenld tavolsagra vannak a sik két, egymadssal parhuzamos
egyenesétdl, a két egyenes tavolsagat felezd, azokkal parhuzamos egyenes.

T: Azon pontok halmaza a sikban, amelyek egyenlé tavolsagra vannak a sik egy egyenesétdl és egy arra
nem illeszked6 ponttdl, a parabola. (Az adott egyenes a parabola vezéregyenese (direktrixe), az adott
pont a parabola fokuszpontja, az egyenes és a pont tavolsaga pedig a parabola paramétere.)
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T: Azon pontok halmaza a sikban, amelyeknek a sik két (nem feltétleniil kiilonb6z8) pontjatdl mért
tdvolsdgainak Osszege a két pont tavolsaganal nagyobb, adott szakasz hosszaval egyenl6, az ellipszis.
(Az adott pontokat az ellipszis fékuszpontjainak nevezziik.)

T: Azon pontok halmaza a sikban, amelyeknek a sik két kiilonb6z6 pontjatédl mért tavolsagainak
kiilonbsége a két pont tavolsaganal kisebb, adott szakasz hosszaval egyenl6, a hiperbola. (Az adott
pontokat a hiperbola fékuszpontjainak nevezzik.)

Az utdbbi harom mértani helyet (ideértve a kort is) kipszeletnek nevezziik (lehetséges mas geometriai
meghatarozasuk miatt).

A térben vizsgalva a fenti tételeket a kbvetkezd analdgidkat kapjuk:

- kor <> gobmb;

- szakaszfelez6 meréleges <> szakaszfelez6 sik;
- szogfelez6 egyenes <> szogfelezs sik;

- parhuzamos egyenes <> parhuzamos sik;

- parabola <> forgasi paraboloid (pont és sik);
- ellipszis <> forgasi ellipszoid,;

- hiperbola <> forgasi hiperboloid.

A térben tovabbi nevezetes ponthalmazokat is megfogalmazhatunk.

Alkalmazasok:

A halmazokat a matematika minden teriletén hasznaljuk, példaul flggvények, egyenletek,
egyenl6tlenségek értelmezési tartomanyanak meghatdrozasakor, az értékkészlet és a megoldashalmaz
vizsgalatakor, az informatikaban és a statisztikdban az adatbazisok felépitésében, és azok kilénb6z6
lekérdezéseiben (Google, Yahoo stb.), elemzéseiben (népszamlalasok, kozvélemény-kutatasok stb.).

A nevezetes ponthalmazok kézépiskolaban jellemzé felhaszndldsa a geometriai szerkesztésekben és
bizonyitasokban torténik (a szerkesztéseknél altaldaban pontot szerkesztiink, két nevezetes ponthalmaz
segitségével). Tovabbi felhaszndldsuk torténhet példaul a csillagdszatban (kupszeletek), vagy
kiilonb6z6 szamitogépes grafikak készitésében.

Megjegyzés:

Amennyiben a tételhez tartozé feladat a bizonyitott tétel beldtasa lenne, javaslom helyette a De
Morgan-azonossagok beldtasat.
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2. tétel: Racionalis és irracionalis szamok. MUveletek a racionalis és irracionalis szamok
halmazan. Kozonséges tortek és tizedes tortek. Halmazok szamossaga.

Ebben a témakdrben csak a valds szamok halmazdaval és annak részhalmazaival foglalkozom. Megtartva
a kozépiskolas felépités — alapvetéen torténeti — megkozelitésmaodjat, mégis torekszem az egzakt
felépitésre. (Bévebben errdl az 1. szamu kiegészitésben.)

A tovabbiakban szdmon valds szamot értek, amelyek halmazat a kdvetkezéképpen hatdarozom meg
(Kosztolanyi és mtsai, 2009, 29):

D: A szamegyenes olyan egyenes, amelyen kijelollink két pontot, az egyikhez a 0, a masikhoz az 1 valds
szamot rendeljiik. A két pont tavolsagat egységnek nevezziik.

D: A szamegyenes minden pontjahoz tartozik egy valds szam, és forditva, minden valds szdamhoz
tartozik egy pont a szamegyenesen. (Azaz a valds szamok halmaza és a szamegyenes pontjai kdzott
|étezik kdlcsondsen egyértelm(i megfeleltetés.) A valds szdmok halmazanak betljele R.

A korai ember az életben felmerilt szamlalasi problémdk megoldasdaban a nem ires halmazok
elemszamanak (darabszamanak) meghatarozasara alkotta meg a szamokat. Eredetileg ezeket neveztik
természetes szamoknak: az 1; 2; 3; ... szamolds eredményét (halmazat), ujabban beleértjik a 0 szamot
is. A természetes szamok halmazanak betdjele N.

Két mUiveletet értelmezett rajtuk: az egyesitésiket, ez lett az 6sszeadds, illetve a tébbszérézésiiket, ez
lett a szorzds. Mindkét m(ivelet kommutativ és asszociativ, a szorzas pedig disztributiv az 6sszeadasra
nézve, de ez forditva nem igaz, ezért nevezziik a szorzast er6sebb miiveletnek.

A természetes szamok halmaza zart az 6sszeadasra és szorzasra nézve, azaz a mivelet elvégzése nem
vezet ki a halmazbdl, a mlivelet eredménye is természetes szam.

A két mlivelet inverz miivelete azonban nem mindig hajthato végre a természetes szamok halmazan,
ezért valt sziikségessé (a permanenciaelv alkalmazdasaval) a 0 és a negativ egész szamok (kivonds),
illetve a raciondlis szamok (osztds 0-tol kiilonboz6 egésszel) értelmezése. Az egész szamok halmazanak
betljele Z .

E négy mliveletet egyben alapmiiveletnek nevezziik.

D: Azokat a szamokat, amelyek felirhatok két egész szam hanyadosaként, racionalis szamnak nevezziik.
A raciondlis szdmok halmazanak bet(jele Q.

D: Azokat a szamokat, amelyek nem irhatdk fel két egész szam hanyadosaként, irracionalis szamoknak
nevezzlk. Az irraciondlis szamok halmazanak bet(jele Q".

Azokat az irracionalis szamokat, amelyek gytkei egy raciondlis egyltthatdju polinomegyenletnek,

algebrai szamoknak nevezziik (ilyen példaul a NP vagy a #). Vannak olyan irracionalis szamok is,

amelyek nem gyokei egyetlen racionalis egyltthatdju polinomegyenletnek sem, ezeket transzcendens
szamoknak nevezzik (ilyen példaul a it vagy az e).

A két definiciébdl kévetkezéen QN\Q" =T és QUQ"=R.
A valds szdmtest axiomatikus felépitése alapjan a racionalis és irraciondlis szamokat ezzel ekvivalens

madon is tudjuk definidlni:
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T: Minden valds szdmnak létezik egyértelm(ien meghatarozott tizedes tort alakja.

D: Azokat a valds szamokat, amelyek tizedes tort alakja véges vagy végtelen, szakaszos tizedes tort,
racionalis szamoknak nevezziik.

D: Azokat a valds szdmokat, amelyek tizedes tort alakja végtelen, nem szakaszos tizedes tort,
irraciondlis szdmoknak nevezziik.

T: Egy raciondlis szam tizedes tort alakja akkor és csak akkor véges, ha két egész szam tovabb nem

egyszer(isithet6 hanyadosaként felirt alakjaban a nevezé primtényezds felbontasaban csak a 2 és/vagy
5 primszdmok szerepelnek.

(Megjegyzés: Analdg dllitdsok igazak abban az esetben, ha a szdmrendszer alapjdul nem a 10 szdmot
vdlasztjuk.)

Miliveletek a racionalis és irracionalis szamok halmazan

Mindkét halmazban az 6sszeadas és a szorzds kommutativ és asszociativ, a szorzas (és az osztas)
disztributiv az 6sszeadasra és a kivonasra nézve.

A raciondlis szamok halmazdnak legfontosabb tulajdonsdgai (tételek):

(1) A racionalis szamok halmaza sem alulrél, sem feltlrl nem korldtos.

(2) A racionalis szamok halmaza zdrt a négy alapmliveletre nézve.

(3) Aracionalis szamok halmaza siirti, azaz barmely két racionalis szam kozott van tovabbi
racionalis szam. (EbbSl madr kévetkezik, hogy bdrmely két raciondlis szam kézé6tt végtelen sok
raciondlis szam van.)

Az irraciondlis szamok halmazdnak legfontosabb tulajdonsdgai (tételek):

(1) Azirracionalis szamok halmaza sem alulrél, sem feltlrél nem korldtos.

(2) Azirracionalis szamok halmaza nem zdrt a négy alapmdiveletre nézve.

(3) Azirracionalis szamok halmaza siirdi, azaz barmely két irracionadlis szam kdzott van tovabbi
irracionalis szam. (EbbSl mdr kévetkezik, hogy bdrmely két irraciondlis szam kézétt végtelen
sok irraciondlis szam van.)

A raciondlis és az irraciondlis szamok kézti tovdbbi fontosabb dsszefliggések (tételek):

(1) Barmely két racionalis szam kozo6tt van irraciondlis szam. (EbbSl mdr kévetkezik, hogy
végtelen sok is van.)

(2) Barmely két irracionalis szdm kozott van racionalis szam. (EbbSl mdr kévetkezik, hogy
végtelen sok is van.)

(3) Egy racionalis és egy irracionalis szammal elvégzett alapmUvelet eredménye irracionalis szam
(kivéve az additiv egységelem, a 0 osztasat vagy az azzal vald szorzast).

Tortek

A hétkoznapi életben haromféle tortet haszndlunk a valds szamok felirdsara: kézénséges tért, vegyes
tort és tizedes tort.
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22
Racionalis szdmok esetén példaul: 7=37=3,142857 (a mirracionalis szam Archimédesz daltal adott

— az altaldnosan hasznalt 3,14-nél jobb — kozelitése). A szakaszos tizedes tortek jelolésében a szakaszt
a kezd6- és végszamjegy folé tett ponttal jel6ljik (mint fentebb), a szakasz a nevez6nél legfeljebb
eggyel révidebb hosszu lehet.

Mivel a szamok kozti szorzdsnal nem szoktuk (nem kételezd) kitenni a miveleti jelet, ezért a vegyes

1 22 1 1 3
tort alaku felirast célszerl elkerilni, mert nehezen donthetd el, hogy 3;=7 vagy 37=3-7:7,
ennek eldontésében csak a ,,szévegkdrnyezet” segithet, példaul

1 , .
(1) 2x+8= 37 D=R egyenlet esetén vegyes tort;
2x+8 1 1 1 3
(2) 3 =7 D=R; 2X+8=37 egyenletmegoldas soran 3;=7, azaz kozonséges tort.

Halmazok szamossaga

Egy halmazban vagy véges sok, vagy végtelen sok elem talalhatd.

D: Véges sok elemet tartalmazd A halmaz szamossagdn az A halmazt alkotd elemek darabszamat
értjik, jele |A|

Véges halmaz szdmossdga tehat egy természetes szam, a 0 az lres halmaz elemszdma.

Végtelen sok elemet tartalmazdé halmaz esetén a halmaz szdmossagat hasonlé maddon jeldljiik, példaul
IN

flggvénytani segitséget hivunk:

, €z nyilvdn nem egy természetes szdm, a fogalmat mds mddon kell meghatdrozni, ehhez

D: Az A és B halmazok egyenld szamossdguak (mas néven ekvivalensek), ha létezik olyan f fliggvény,
amelyre f:A— B kolcsondsen egyértelm( és raképezés (bijektiv, azaz A minden eleméhez B pontosan

egy eleme tartozik és forditva, illetve R = B).

Halmazok ekvivalencidjat tébbféle mddon jeldlhetjik, én a = jelet fogom hasznalni (Schultz és

Tarcsay, 2013). Az ekvivalencia nem reldcid, mert ehhez léteznie kellene a halmazok halmazdnak.
T: Legyenek A, B és C tetsz6leges halmazok. Ekkor

(1) A2A;
(2) Ha A=B, akkor B&2 A.
(3) Ha Az=B és B&=C, akkor A= C.

Az ekvivalencia segitségével tudjuk valéjaban definidlni a végtelen és a véges halmaz fogalmat:

D: Az A halmaz végtelen, ha van olyan BC A, amelyre A==B.

D: Az A halmaz véges, ha nem végtelen. (Ez ekvivalens a kordbban adott meghatdrozdssal.)
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Nyilvanvald, hogy VneZ" esetén {1;2;...;n} 27, a ‘Z* szamossagot megszdmldlhatdéan végtelen

szamossdgnak nevezzik, jele Ny (,,alef null”, az alef a héber abécé elsé betlje). A megszdmldlhatéan

végtelen és a véges halmazokat egylitt megszamldlhaté halmazoknak nevezziik.

Tétel: 2" =|Q|

-|nl- -

7" tételt fogom bizonyitani a Cantor-féle atlés

= ‘Q+
maddszer segitségével (Schultz és Tarcsay, 2013, 378).

Bizonyitds: A fent megadott tételek kozil a

irjuk fol egy tablazatba egymas aldaz1,a2,a3 b= el s e el 1
stb. nevezsj(i torteket. igy felirjuk az dsszes l72/374/576/7 ; s -
.y . 3T . . . .. . 2 2 2 2 ] 2 2 2 2
pozitiv racionalis szamot, mindegyiket tobbszor e g g g
is (a bdvitett alakok miatt). A piros vonal 1/1/1/1/3/1/1 30 .-3
segitségével berajzoltunk egy ,bejarasi 1/2 3 4 5 6 7 8 9
utvonalat”. Spe e Bfeetyiaaf nta e . g 4
1/2/3/4/5 6 7 8 9
Megadunk egy f:Z"—Q" fliggvényt a G 55 0 s B oS
1 2 3 4 5 6 7 8 9

) . 1 1 2
kovetkez§ médon: 1—>—, 25—, 33—, SO oG SN b 6 b
1 2 1 1/2 B g e a7
3 1 . L, el LT o 7 7 7
4'_>I' 5|—>§ (azt a tértet, amelynek értéke 1 / B LG T
i i . . ., 8 Bg. 8 8 8 8 8 8 8
kordbban mdr szerepelt, kihagyjuk), és igy T 5/ sl o kb e e B e
tovabb. igy minden pozitiv egész szamhoz 9 9 9 9 9 9 9 9 9
FE Ot L

hozzarendeltiink egy pozitiv racionalis szamot, !
és forditva, tehat f bijekcid, azaz Z" = Q". //

A szdmossagok kozott is tudunk < reldcidt definidlni.

D: |A|<|B ,ha 3B B, hogy A== B",de Az28B.

D: Az A halmaz hatvdnyhalmazanak nevezziik az A halmaz Gsszes részhalmazabdl allé halmazt, jele Ha.
T: |A|<|H,|.

T:Ha |A|=n, nemnegativ egész, akkor |HA|:2".

T: Barmely szamossagnal van nagyobb szdmossag.

T: A valés szamok halmaza nem megszamlalhato.

D: A valds szamok halmazanak szamossagat kontinuum szamossdgnak nevezzik, jele ¢, a got kis cé.
T: (1) |R|=‘2N‘
(2) > No

(3) [R|=|’

=|] 0;1 [| =|{az n-dimenziés terek pontjai}|

A Il. Nemzetkézi Matematikai Kongresszus 1900. augusztus 6—12. kdzott (ilésezett Parizsban. David
Hilbert, a vilag akkor mar elismerten egyik legnagyobb matematikusa augusztus 8-an Matematikai
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problémdk cimmel tartott késGbb 6ridsi jelentGségre szert tevé el6adast, amelyben felsorolta a
matematika szerinte legfontosabb problémait. Ezek kozott elsé helyen emlitette a Cantor-féle
kontinuumhipotézist: nincs szdmossdg a megszdmldlhatdan végtelen és a kontinuum szdmossdg
kézott. Kurt Godel 1940-ben bebizonyitotta, hogy a kontinuumhipotézis nem cdfolhaté a
halmazelmélet axiomatikus felépitésben, mig Paul Cohen 1963-ban beldtta, hogy nem is bizonyithatd.
A kettd egylitt azt jelenti, hogy az dllitds konzisztens és fliggetlen, vagyis sem az allitas elfogadasa, sem
az allitas tagadasanak elfogaddsa nem okoz ellentmondast, 6sszhangban a Gédel-féle nemteljességi
tétellel.

Alkalmazasok

A matematika, de a hétkdznapi élet minden teriiletén is hasznaljuk a szamokat — elsésorban az
egészeket és a (kerekitett) tizedes torteket —, tovabba a rajtuk értelmezett miveleteket. Tizedes tortek
haszndlata esetén kiilonos figyelmet kell forditanunk a kézelité szdmitdsok hibdira, hogy a megkivant
pontossagu eredményeket kapjuk. Kozépiskolaban a szamitdsokat sziikséges és elegendé négy értékes
jegy pontossdggal végezni.

Megjegyzés:

Maganak a végtelennek (és nem a végtelen szdmossdgoknak!) a jel6lésére John Wallis, 17. szazadi
angol matematikus vezette be a o~ jelet, amelyet a mai napig hasznalunk kilénb6z6 jelolésekben,

példaul: [3;00[; ilz, Iiml stb.
i

-1 X—0 ¥
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3. tétel: Oszthatosag, oszthatdsagi szabalyok és tételek. Primszamok. Szamrendszerek.

A szamelmélet elsGsorban a pozitiv egész szamok tulajdonsagait kutatja. Az elmélet azonban nem csak
az egész szamokat hasznalja, ugyanis jo néhany tétele a valds vagy komplex szamok tulajdonsagainak
felhasznalasaval bizonyithatd a legkdnnyebben. Ugyanakkor a természetes szamok jol hasznalhaték a

valds szamok vizsgalatara (példaul a /2 irracionalis voltanak bizonyitasara).
A kovetkez6kben a betlk — ha csak mast nem mondunk — egész szamokat jelentenek.

D: Azt mondjuk, hogy a b szdm oszthaté a nem nulla a szammal, ha van olyan ¢ szam, amelyre b = ca.
Jelolése: alb, a nem osztdja jeldlése atb.

A definicio segitségével konnyen bizonyithatdk az alabbi tételek:
T:
(1) Ha a|b, akkor a|cb.
(2) Ha alb és b|c, akkor dc.
(3) Ha alb és alc, akkor a|db+ec.
(4) Ha a|b és b|a, akkor a=+b.
(5) Ha a|b ésa>0,b>0, akkor a<bh.
(6) Ha m=0, akkor a|b S ma|mb .
A kovetkez6kben a feladatok megolddsaban az egyik leggyakrabban hasznalt tételt mondom ki.

T: (A maradékos osztds tétele.) TetszGleges a > 0 és b szamokhoz létezik olyan egyértelm(ien
meghatdrozott g és m szam, amelyekre b = ga + m, ahol 0<m<a . Ha afb, akkor m kielégiti az erésebb

0<m<a egyenl6tlenséget is. g-t hanyadosnak, m-et maradéknak nevezziik.

E tétel alkalmazasanal a szorzas sorrendjére figyelni kell, mert a 13=3.4+1 ésa 13=4-3+1 feliras
nem ugyanazt jelenti.

D: Az a szamot a b és a ¢ szam koz0s osztdjanak nevezziik, ha a|b és a|c .

T: Ha b és c egyike sem nulla, akkor mindkét szamnak véges sok osztdja van, igy a k6z0s osztok szama

is véges, tehat van koztiik legnagyobb. Jele: (b;c) (legnagyobb kéz6s oszto = Inko.).
A tételbdl az is kovetkezik, hogy pozitiv szamok esetén (b;c) >1.
D: Ha (b;c) =1, akkor b-t és c-t relativ primeknek nevezziik.

D: Ha a|b és c|b , akkor a b szamot az a és a ¢ szam kozos tobbszorosének nevezziik.
T: A k6z0s tobbszorosok kozott van legkisebb (legkisebb k6z6s tébbszérds, lkkt.).
Az Ikkt. jeldlése: [a;c] .

Tobb szam legnagyobb k6z0s osztéjat és legkisebb kozos tobbszorosét, hasonld mddon definialjuk,
illetve jeloljuk.
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T: Pozitiv a és b szamok esetén (a;b)-[a;b] =ab.

E tétel csak két szam esetén érvényes, gyakran hasznaljuk az [a;b] meghatdrozasara akkor, ha a és b

elég nagyok, ekkor (a;b) -t maradékos osztdssal gyorsabb kiszamitani.

Oszthatdsagi szabalyok a tizes szamrendszerben
Feladatok megoldasa soran gyakran hasznaljuk a kbvetkez8 oszthatdsagi szabalyokat (tételeket):
T:

(1) Egy szam akkor és csak akkor oszthaté 2-vel, ha utolsé szamjegye oszthaté 2-vel.

(2) Egy szam akkor és csak akkor oszthatd 3-mal, ha szamjegyeinek 6sszege oszthatd 3-mal.

(3) Egyszam akkor és csak akkor oszthatd 4-gyel, ha az utolsé két szamjegyébdl alld szam oszthatd
4-gyel.

(4) Egy szam akkor és csak akkor oszthatd 5-tel, ha utolsd szamjegye 0 vagy 5.

(5) Egy szam akkor és csak akkor oszthaté 6-tal, ha oszthatd 2-vel és 3-mal.

(6) Egy szam akkor és csak akkor oszthatd 7-tel, ha szdmjegyeit hatulrél harmasaval csoportositva
és valtakozo elGjellel 6sszeadva a kapott szam oszthaté 7-tel.

(7) Egy szdm akkor és csak akkor oszthaté 8-cal, ha az utolsé harom szamjegyébdl all6 szam
oszthatd 8-cal.

(8) Egy szam akkor és csak akkor oszthaté 9-cel, ha szamjegyeinek 6sszege oszthato 9-cel.

(9) Egy szam akkor és csak akkor oszthatd 10-zel, ha utolsé szamjegye O.

(10) Egy szam akkor és csak akkor oszthatd 11-gyel, ha szamjegyeit valtakozo elGjellel 6sszeadva a
kapott 0sszeg oszthatd 11-gyel.

Primszamok

D: A p > 1 egész szamot primszamnak (térzsszdmnak vagy roviden primnek) nevezziik, ha p-nek nincs
olyan d osztdja, amelyre 1<d < p.Haaz a#1 egész szam nem prim, akkor dsszetett szdmnak nevezzik.
A 0 se nem prim, se nem Osszetett szam.

Két ehhez kapcsolddd fontos tétel:

T: Minden n > 1 egész szam felirhatd primek szorzataként (lehetséges, hogy a szorzat csak
egytényez(s).

T: Barmely n > 1 egész szam felbontasa primek szorzatara egyértelmdi, eltekintve a primek sorrendjétél
(a szamelmélet alaptétele).

A szamelmélet alaptételének alkalmazasakor gyakran irjuk fol a szamot Un. kanonikus alakban:
n:pfl .pzaz .p§‘3 p?k .
Tovabbi tételek a primszamokrol:

Tétel: A primszdmok szama végtelen (Eukleidész).
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Bizonyitas: Indirekt Uton bizonyitunk, azaz tegyiik fol, hogy csak véges sok prim van: p;;p,;ps;...;p, -
Tekintsik az n=p, -p, -p,-...-p, +1 szamot! A maradékos osztds tétele miatt n-et barmely fenti
primmel maradékosan osztva 1-et kapunk maradékul, tehat n egyetlen primmel sem oszthatd. Ebbél
kovetkezik, hogy n vagy prim, vagy van olyan p primosztdja, amely kiilénbdzik a p,;p,;ps;...; P,

primektdl. Mindkét lehet&ség ellentmond feltevésiinknek. //

Tétel: A primek sorozataban tetsz6legesen nagy hézag van, azaz tetsz6leges k pozitiv egész szamhoz
létezik k egymas utdni Osszetett szam.

Bizonyitas: Tekintsik a kdvetkezd szdmokat:

(k+1)42; (k+1)H3; o s(k+1)k; (k+1)H+k+1.
Mindegyik szam Osszetett, mivel j osztéja a (k+1)!+j egésznek, ha 2<j<k+1.

Ez utdbbi tétel azt sejteti, hogy a primek elég egyenl6tleniil oszlanak el. A szdmelmélet egyik

legmeglep6bb eredménye (primszdmtétel) szerint azonban ha ﬁ(n)-nel jeloljuk az n-nél kisebb

) Inn , L , . ,
primek szamat, akkor lim n(n)—z 1, azaz nagy n-ek esetén az n-nél kisebb primek szama forditottan
n

n—0

. n .
ardnyos az nn hanyadossal.
nn

a

Tétel: Azn>1, n=p* -p;?-p5* -...- p;* egész szam pozitiv osztéinak szdma
din)=(a, +1)-(a, +1)-(a5 +1)-...- (@, +1).
Bizonyitds: Legyen r|n. Emiatt n=g-r . Vessik ezt 6ssze n kanonikus alakjaval!

n=q-r=p-py-ps ... pg,
amelybdl a szamelmélet alaptétele szerint az kbvetkezik, hogy r kanonikus alakjdban is csak a p; primek
fordulhatnak el6, legfeljebb az ai-edik hatvanyon, 1<i<k. Es forditva: minden r :pfl 'pfz ~pf3 ~...'pfk
alaku szam —ahol 0< 8 < ¢, és 1<i<k— osztdja lesz n-nek.
Ahhoz, hogy n &sszes pozitiv osztoit megkapjuk, a . kitevSket egymastdl fliggetleniil, (a,. +1) -
féleképpen valaszthatjuk meg, ezért d(n) =(a1 +1)-(0{2 +1)-(053 +1)-...~(ak +1) /i
A primszamok segitségével altaldban konnyen meg tudjuk hatarozni két vagy tébb szam Inko.-jat és
Ikkt.-jét.

T: Két vagy tobb szam legnagyobb koz0s osztdja a szdmok kanonikus alakjdban szereplé kézds
primtényezék legkisebb hatvdanyon vett szorzata.

T: Két vagy tobb szam legkisebb k6z0s tobbszordse a szdmok kanonikus alakjaban szereplé dsszes
primtényezd legnagyobb hatvdnyon vett szorzata.

Nagy szamok esetén a kanonikus alak meghatarozasa (az akasztofamaddszerrel) nehéz és hosszadalmas
eljaras lehet, ilyenkor két szam Ikkt.-jét agy szamoljuk ki, hogy el6bb Inko.-jukat hatdrozzuk meg
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maradékos osztdsok sorozatdval, majd az (a;b)~[a;b]=ab tétel alapjan szamoljuk ki lkkt.-jiket.

Példaul [2 634 420;219 618] esetén:

2634420=11-219618+218 622
219618=1-218 622+996

218 622=219-996 +498

996 =2-498

A két szam legnagyobb koz6s osztdja az utolsé nem nulla maradék, tehat (2 634 420;219 618) =498,

2634 420-219 618
ahonnan [2 634 420;219 618]= =1161779220. (E mddszer mdsik elénye, hogy

498
kénnyen tudunk rad révid szamitogépes programot irni, ciklus alkalmazdsdval.)

Tobb szam Inko.-janak meghatdrozasahoz kettesével szoktunk bontani, és az Inko.-k Inko.-jat keresstik.
Szamrendszerek

A kezdetekben a szamokat bet(ikkel jel6lték (foniciai, 6gorog, héber vagy romai szamok), de az ezekkel
vald szamolas igen nehézkes volt, nagy el6relépést jelentett a ma haszndlatos helyi értékes irdasmad
bevezetése (maja kultura, India), amely jelent6sen megkonnyitette az alapml(iveletek elvégzését.

A torténelem folyaman tobbféle szamrendszert is hasznaltak az emberek a hétkdznapi szdmolasok
soran attdl fliggden, hogy mit tekintettek elsédleges segitségnek/célnak. igy a tizest és huszast (a
kezeken, illetve a kezeken és labakon Iévé ujjak szama miatt), vagy a tizenkettest és a hatvanast (a tobb
részre vald konny( oszthatdsag miatt). Az informatika fejl6dése miatt keriilt el6térbe a kettes (bindris)
és a tizenhatos (hexadecimadlis) szamrendszer.

A hatvanas szamrendszer emlékét 6rzi a fok-perc-masodperc beosztds, a tizenkettesét az angolszdsz
nyelvekben a 11 és 12 szamjegyek 6nallé neve (valamint az Egyesiilt Kirdlysagban 1971-ig az 1 font =
20 shilling, 1 shilling = 12 penny atvaltas a fizet6eszkozoknél). A magyar nyelv is 6rzi a valamikori
tizenkettes szamrendszert a tucat (12) és a nagytucat ( = tucat tucat, 144) (szam)nevekben.

Tizenkettes szamrendszerben egyébként konny(i az ujjainkon szdmolni, a mutatd-, a kozépsd, a gy(irlis-
és a kisujjunk 3-3 percét haszndlva. Minden bizonnyal a fizetéssel kapcsolatban gesztussa valt mozdulat
— a hilivelyk-, a mutaté-, és k6zéps6 ujjak hegyének 6sszedorzsolése — is erre vezethetd vissza.

A szamok helyi értékes felirdsakor az n-es szdmrendszerben, a szamjegyek halmaza {0; 1; 2; ... ; n-1}.
Jobbrdl az elsé helyre keriilnek az egyesek, majd balra haladva a szdmjegy értékei: n; n?; n% ... lesznek
a helyi értékek. Ezekkel a szdamokkal szorozva adddnak a szamjegyek valddi értékei. A helyi értékes
szamirasi rendszerekben alapvet6 a 0 szamjegy hasznalata, hiszen ez teszi lehet6vé, hogy kimaradjon

egy nagysagrend. Jeldlése: abcde vagy abcde,, ahol abcde, =e-1+d-n+c-n*+b-n*+a-n*.

Az alapprobléma ebben a targykérben a kiilonb6z6 szamirdsok, szamrendszerek egymasba vald
atirasa:

Tekintslik az MMXXIV rémai szdmot! Ennek 2024 =2532-8+0
értéke tizes szamrendszerben 2024. Ezt mas 253-31.845
alar.)u leam.renldsz,erbe maradékos osztassal 31-3.847 2024 =3750,
tudjuk atirni, példaul nyolcasba:
3=0-8+3
0=0-8
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Ha példaul 5-6s szamrendszerbdl kell atirni 7-esbe, akkor érdemesebb (a megszokott 10-es alapu
szamolasunk miatt) el6bb atirni 10-esbe, majd onnan 7-esbe.

A szamitastechnikdban hasznalt 2-es, 8-as és 16-0s szamrendszerek kozott konnyd az atvaltas: a 2-
esben felirt szamot hatulrél csoportositjuk harmasaval, illetve négyesével, és a csoportokat irjuk at
szamjegyekké, majd ezeket egymas mellé. A kettesbe valé atirasnal ennek az eljarasnak a forditottjat
hasznaljuk:

2024 =3750, =11 111 101 000,, mert 0, =000, ; 5, =101,; 7, =111,; 3, =011, , illetve
11111101000, =111 1110 1000, = 7(14)8,,, mert 111, =7,.; 1110, =(14),,; 1000, =8,, .

A hexadecimalis szamrendszerben a 9-esnél nagyobb szamjegyek jel6lésére rendre az A; B; C; D; E; F
betlket hasznaljuk, igy a pontos leiras: MMXXIV =2024=11111101000, =3750, =7E8,; .

Azt, hogy egy szam hexadecimdlis, gyakran egy eléje tett $ vagy # jellel jeldlik: 768 , =S7E8 =#7ES.

Alkalmazasok

A primszamokat az alapvetd szamolasokban a tortek egyszer(sitésénél és 6sszeadasandl hasznaljuk az
Inko. és az Ikkt. meghatarozasahoz.

Napjainkban a primszamok egyik legfontosabb felhasznalasi terillete az elektronikus halézatok és
dokumentumok védelme. igy példdul a WiFi-halézatok biztonsdgossa tételére szolgdld titkositasi
eljarasok (WPA-PSK/WPA2-PSK, TKIP és AES), illetve az elektronikus aldirasokban hasznalt RSA-
eljarasok kelléen nagy primekre (els6sorban Mersenne-primekre) épilnek.

Az egész szamok halmazan értelmezett, uUn. diofantoszi egyenleteket, problémakat legtobbszor
oszthatdsaggal, maradékos osztas segitségével oldjuk meg.

Hexadecimalis szdmrendszerrel a ma embere legtobbszér a mobiltelefonjan, szamitégépén talalkozik,
s6t hasznalnia is kell: a kiilonb6z6 eszkozok kozotti informacidatadast biztositd haldzati kartyak
mindegyike rendelkezik egyedi, in. MAC-cimmel, amellyel a hdlézat azonositja az eszkdzt. Ezt meg kell
adni a legtdbb esetben, példaul egy WiFi elérést biztositd routernek, hogy felengedjen a haldzatra.
Alakja: négy hexadecimalis szam, kotGjelekkel elvalasztva.

Es még hosszasan lehetne sorolni...
Megjegyzés:
Ez a tétel kicsit hosszabb lett anndl, mint ami 15 percbe belefér. Ennek két oka van:

1) Miota az eszemet tudom, a szamelmélet a kedvenc témakérém a matematikan beliil, ebbdl

irtam annak idején a szakdolgozatom is (mdsodik helyen az analizis...).

2) Itt hdrom tételt is bizonyitottam:
(a) végtelen sok prim van (Eukleidész) — a vizsgdzok dltaldban ezt vdlasztjdk, csak sajnos ez a
tul kénnydi és tul révid kategdria;
(b) tetszélegesen nagy hézag van a primek kézétt — ez szintén az el6z6 kategoriaba tartozik;
(c) a pozitiv osztok szama — én ezt ajdnlom, mert ez mdr valamivel er6sebb az el6z6 ketténél.

A vdlasztds Onékre van bizva... ©
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4. tétel: A matematikai logika elemei. Logikai mlveletek. Allitds és megforditasa,
szUkséges és elégséges feltételek, bemutatasuk tételek megfogalmazasaban és
bizonyitdsaban.

A logika térténete

A logika valéjaban nem (csak) a matematika mint tudomany része, hanem az emberi gondolkodas
legfontosabb torvényeit, a helyes kovetkeztetések szabdlyait fogalmazza meg, valamikor 6nallé
targyként is tanitottak.

Alapjait Szdkratész és kovetdi, a szofistak raktak le (akik a szavak és a mondatok jelentését probaltak
meg tisztazni), majd Arisztotelész dolgozta ki részletesen a maig hasznalt szabalyokat, melyeket halala
utan kozel haromszaz évvel Organon (Eszk6z) néven foglaltak 6ssze. A feladatmegoldasokban a mai
napig hasznaljuk jel6lésmaddjat:

Minden ember halando. v=20km/h
premisszak

Szokratész ember. t =15perc
konkluzio Szokratész halando. s=7?

A logika fejl6dése a 19. szdzad végén, Gottlob Frege munkassagaval indult csak Ujra, a 20. szazadban
pedig tobbek kozott Bertrand Russell, Ludwig Wittgenstein, Alfred Tarski és Kurt Godel formaltak
tovabb. A matematika szempontjabdl kiiléndsen Russell és Godel munkassaga fontos: el6bbi Alfred
North Whiteheaddel kdzosen irt A matematika alapjai cim({ m(ivében a matematika axiomatikus
megalapozdasara tett kisérletet, mig Gédel nemteljességi tétele épp az axiomatikus felépités egyik
fontos tulajdonsagdt mondja ki: minden ellentmondasmentes axiomarendszer, amely tartalmazza a
természetes szamok axidmarendszerét, nem teljes, azaz vannak benne eldénthetetlen problémdk (mint
példaul Eukleidész nevezetes parhuzamossagi axiomaja).

A matematikai logika

A logika alapfeladata, hogy olyan formai kritériumokat tarjon fel, amelyek szerint az adott igaz vagy
igaznak feltételezett allitasok (azaz a premisszak) esetén helyesen kdvetkeztethetiink egy kijelentés (a
konkluzid) igazsagara. A logika legegyszer(ibb aga az itéletkalkulus, amelynek alapfogalmai az itélet
(allitas), a logikai értékek (i; h), és egy, az itéletek halmazan értelmezett fiiggvény, amelynek
képhalmaza a logikai értékek halmaza, amely minden itélethez egyértelm( mdédon rendel egy logikai
értéket.

D: itéletnek (allitasnak, kijelentésnek) neveziink minden olyan kijelent6 mondatot, amelyrdl
egyértelmden eldonthetd, hogy igaz vagy hamis.

Ha az allitdsokat tagaddszéval latjuk el vagy kotészavakkal kapcsoljuk 6ssze, akkor logikai miveletet
kapunk, amelyeket igazsdgtdbldzattal adunk meg.

A kovetkez6kben a logika alapmveleteit definialjuk igazsagtablazattal:

1. Negdcio (tagadds, ,nem A”, jele —)
A —A
i h
h i

Nyilvan —(—=A) = A.
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2. Konjunkcio (,A és B”, jele A)

A B AAB
i i i
i h h
h i h
h h h

Csak akkor igaz, ha mindkét tagja igaz.

3. Diszjunkcio (,A vagy B”, megengedé vagy, jele /)

A B AvB
i i i
i h i
h i i
h h h

Csak akkor hamis, ha mindkét tagja hamis.

4. Implikdcio (kévetkezik, ,ha A, akkor B”, jele =)

A B A=B
i i i
i h h
h i i
h h i
Csak akkor hamis, ha elGtagja igaz, utétagja hamis (igaz allitasbol nem kovetkezhet hamis
allitas).
5. Ekvivalencia (egyenértékliség, ,akkor és csak akkor A, ha B”, jele <)
A B A B
i i i
i h h
h i h
h h i

Akkor és csak akkor igaz, ha el6- és utdtagja azonos logikai értékd.

A mindennapi beszédben gyakran hasznaljuk a vagy szét kizdaré vagy (csak az egyik) értelemben, de
ezt konny( észrevenni: ilyenkor mindig a ,vagy ..., vagy ...” székapcsolatot hasznaljuk.

Az allitasokban gyakran hasznalunk kvantorokat.
A kvantifikacid (Arisztotelész) Iényege a kovetkez6.

A ... halandd.” nyitott mondatbdl nem csak Ugy kaphatunk zart mondatot (itéletet), hogy egy nevet
helyettesitiink a kitoltetlen helyre: ,Szdkratész halandd”.

[téletet kapunk Ugy is, ha a nyitott mondatot zaré alanyok szamara tesziink valamilyen allitast:
»Minden ember halandd.” (univerzalis kvantifikacio),

»,Van olyan (létezik) ember, aki halandé.” (egzisztencialis kvantifikacio),

»Ezer olyan ember van, aki halandd.” (numerikus kvantifikacio).

Ezek jel6lésére hasznaljuk az univerzdlis kvantort (Y, a ,minden, bdrmely, 6sszes, valamennyi’
kifejezésére), az egzisztencidlis kvantort (3, a ,van olyan, létezik” kifejezésére), ez utdbbi specialis
esete a 3!, amellyel a ,,pontosan egy létezik” kifejezést jeloljiik.
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Ezekkel a jellésekkel majd az egyetemi tanulmdnyaik sordn siriin fognak taldlkozni a kiilbnb6z6
matematikakényvekben és -jegyzetekben.

A logikai miveletek tulajdonsagai

A tagadds j6 hasznalata rendkiviil fontos a matematikdban, de a hétkéznapi életben is. Példaul a
»Minden embernek két feje van.” allitast tagadhatjuk egészében (az allitmanyaban) — ,Nincs minden
embernek két feje.”, de kibontva is: ,Van olyan ember, akinek nincs két feje.” A klasszikus rossz tagadas
a ,Minden embernek egy feje van.” allitas.

Igazsdgtablazattal kénnyen beldthatd, hogy

a) ASB=(A=B)A(B=>A);
b) A=B=(-A)VB;

ezért elegendd az és és a vagy mliveleteket vizsgalni.

Tétel: A konjunkcié és a diszjunkcié idempotens, kommutativ, asszociativ és disztributiv a masikra
nézve.

(2) ArnA=A () AvA=A

(3) AAB=BAA (4) AvB=BVA

(5) (AAB)AC=AA(BAC) (6) (AvB)vC=Av(BVvC()

(7) (AVB)AC=(AAC)Vv(BAC) (8) (AAB)VC=(AvC)A(BVC)

Bizonyitds: Csak a (7) azonossagot bizonyitom itéletkalkulus segitségével.

A B c (AvB) | (AVB)AC | (AAC) (BAC) [ (AAC)V(BAC)
i i i i i i i i
i i h i h h h h
i h i i i i h i
i h h i h h h h
h i i i i h i i
h i h i h h h h
h h i h h h h h
h h h h h h h h

Mivel a két oldal altal adott eredmények minden lehetséges esetre megegyeznek, ezért (7) valdban

azonossag. //

~

Tovabbi fontos dsszefliggés a két De Morgan-azonossag:

AAB=AVB és AVB=AAB.
A kovetkez6kben allitasokkal és megforditasukkal foglalkozom.

A matematikai tételek (allitasok) legtobbje ,ha A, akkor B” tipusu, azaz implikacié. Ennek
megforditdsan a ,ha B, akkor A” allitast értjik. Abbdl, hogy egy A= B Allitas igaz, altaldban nem
kovetkezik, hogy a B= A allitas is igaz lenne.

Ha az A= B dllitas igaz, akkor azt mondjuk, hogy A elégséges (de nem feltétlen sziikséges) feltétele
B-nek, illetve B sziikséges (de nem feltétlenil elégséges) feltétele A-nak.

Tekintslik a kovetkez6 igaz allitast: ,,Ha egy négyszdg paralelogramma, akkor a négyszég trapéz.” A
négyszog paralelogrammasdga elégséges feltétel ahhoz, hogy trapéz legyen (de nem sziikséges), és
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szlikséges (de nem elégséges) feltétel a négyszog paralelogrammasdagahoz, hogy trapéz legyen. A fenti
allitds megforditasa (,Ha egy négyszég trapéz, akkor a négyszég paralelogramma.”) nyilvdn hamis.

Ha az A< Billitas (,A akkor és csak akkor, ha B”) igaz, akkor azt mondjuk, hogy A szilikséges és
elegendé feltétele B-nek (és forditva).

Az ,Egy egész szam akkor és csak akkor oszthatd 12-vel, ha oszthatd 3-mal és 4-gyel.” igaz dllitasban a
3-mal és 4-gyel vald oszthatdsag sziikséges és elégséges feltétel is ahhoz, hogy a szam oszthatd legyen
12-vel.

Tételek direkt bizonyitasaban azt hasznaljuk ki, hogy az implikacio tranzitiv, azaz ha A=>BésB=C,

akkor A= C, masképp: ((A=B)A(B=C))=(A=C).

Az indirekt (reductio ad absurdum tipusu) bizonyitdsok esetében pedig azt hasznaljuk ki, hogy

A:>B:—|A\/B:Bv—|A:—|(—|B)v—|A:—|B:>—|A, azaz ha B nem igaz, akkor A sem.
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5. tétel: Hatvanyozas, a hatvanyfogalom kiterjesztése, a hatvanyozas azonossagai. Az
n-edik gyok fogalma. A négyzetgydk azonossagai. Hatvanyfliggvények és a
négyzetgyokfliggvény.

A hatvanyozds kétvaltozés mivelet, amelyet eredetileg egy olyan szorzat rovid leirdsara hasznaltak,
amelynek tényezGi megegyeznek:

D: VaeR, VneZ" \{1} eseténa”:=a-a-...-a, ahol a a hatvany alapja, n a hatvany kitevGje és a" a
\ﬂ_—J

ndarab

hatvany értéke.

A hatvanyozasra igazak a kovetkez6 azonossagok:

(1) an .am — an-H'n
an n-m
(2) —=a a#0,n>m+2
a
T: (3) a"-b"=(a-b)’
(4) "—:(ﬁj b%0
b" \ b

(5) (an )m — an'm

Ahhoz, hogy a (2) azonossag bdrmely két egész kitevdre teljesiiljon, definidlnunk kell a 0, 1 és negativ
egész kitev6jl hatvanyokat is. A definicidonak ki kell elégitenie azt a feltételt, hogy az azonossagok
tovabbra is érvényben maradjanak — ezt nevezziik permanenciaelvnek.

Az ennek eleget tevd definicidk a kbvetkezdk:
1 0 . - . n 1
D: a :=a, a =1, haa#0ésneZ eseténa =—, a#0.
a

(A 0°-t nem lehet ellentmonddsmentesen értelmezni, a 0 minden pozitiv egész kitevdjii hatvdny 0, igy
kézenfekvd lenne ez a definicio, de bizonyos esetekben célszerii (és szokds) az 1 értéket adni neki,
példaul:

f:R>R X X"
i=0
n(n) . .
1+x)"= Z[ Jl‘ X"
i=0 1
Itt x = 0 esetén az x° =1 értékkel szémolunk.)

A permanenciaelv alapjan tudjuk kiterjeszteni a hatvanyozas fogalmat racionalis kitevére, ehhez az (5)
azonossagot hasznaljuk fel. Az egyértelm(iség miatt negativ szamok raciondlis kitevéj(i hatvanyait nem
értelmezziik, a 0-nak pedig csak a pozitiv racionalis kitevGjl hatvanyait értelmezziik, ezek értéke 0.

2
D: VaeR", peZ,qeZ\ {0} esetén a‘ legyen az a pozitiv valds szam, amelynek g-adik hatvanya a”.
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E definicié esetén érvényben maradnak a hatvdnyozas azonossagai racionalis kitevére is. Az n-edik
gyok definicidja és azonossdgai utan az (1)-et bizonyitani is fogom.

Pozitiv valds szamoknak tudjuk értelmezni az irraciondlis kitevdji hatvanyait is a kdvetkez6 tételek
alapjan:

T: Ha a > 1 valds szam és r; < r; racionalis szamok, akkor a" <a”, ha pedig 0 < a < 1 valds szam, akkor
a*>a".

(Ez a tétel azt mondja ki, hogy az f:Q — R x> a”*, a#1 exponencidlis fiiggvény szigortian monoton.)

T: Ha a > 1 valds szam, akkor tetsz6leges x valés szamra sup{a’ re@Q, r<x} =inf{as :5€Q, x<s} .Ha

0 < a <1 valds szam, akkor inf{a’ reQ, r<x}=sup{a5 :se€QQ, x<s}.

(Ez a tétel a teljességi axiomdn alapul — minden feliilrél korldtos és nem (ires halmaznak van legkisebb
felsé korldtja.)

D: Ha a > 1 wvalés szam, akkor tetszGleges x wvaldés szamra ao* legyen a

sup{a’ reQ, r< x} =inf{as :5eQ, x< 5} valds szam. Ha 0 < a < 1 valds szam, akkor tetszGleges x valds

szamra a* legyen az inf{ar reQQ, r<x}=sup{aS :5eQQ, x<5} L14=1.

A 0 minden pozitiv irraciondlis kitev6jd hatvanyat 0 értéklinek definialjuk.

Az n-edik gy6k fogalma

A hatvanyozds mint miuvelet megforditasat gyokvonasnak nevezziik: itt a hatvany értékének és

kitev6jének az ismeretében keressiik az alapot, jele fa , ahol n a gyokkitevd, roviden kitevé.

Az egyértelmiség miatt kilon kell definidlnunk a gyokvondast paros és paratlan kitevére:

D:
n=2k (keZ")ésacR\R™ esetén 4/5 legyen az a nemnegativ szam, amelynek n-edik hatvanya a;

n=2k+1(keZ")és acR esetén Ya legyen az a szam, amelynek n-edik hatvanya a.

A gyokvonas definicidja alapjan a tortkitevds hatvanyt definidlhatjuk a kovetkez6képpen is:

p

D: VaeR', peZ,qeZ \{1} esetén a” :=Ya”.

A négyzetgy6kvonas azonossagai
A négyzetgyokvonas jele Ja .

A hatvanyozas azonossagainak felhasznaldsaval konnyen igazolhatéak a négyzetgytkvonas
azonossagai is:
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L

a;beR\R™;

He 5

y SS

a;beR\R™; b#0;

aeR\R; neRR.

—
00
Ratd

,_\

Tovébbi fontos azonosséag, hogy VaeR esetén \a’ =|a| .

Az (1)—(3) azonossagok igazak tetsz6leges gyokkitevé esetén is (a megfelelS értelmezési tartomanyon),

tovabba’C/T—"%es( ) =4fam és 2fa ="2la™ .

A korabban igért tételbizonyitas:

n+m

Tétel: Ha aeR*, n :B, m L racionalis szamok (p;reZ, q,seZ" \{1}), akkor 0" -a™ =a
q s

ps+qr p.r

Por L
Bizonyitals: an .am =Gq .5 = ﬂap . slar zqslaps 'qslaqr :qs aps ‘aqr =q5 aps+qr =a gs zaq s zan+m . //

Hatvanyfiiggvények

Hatvanyflggvénynek nevezzik az x+> x" hozzarendelési szaballyal adott fliggvényt, ahol n
tetszbleges, nullatdl kiilonbozé allandé. A fliggvény értelmezési tartomanya n-tél fiigg.

Ebben a témakoérben csak az n e Z" eseteket (pozitiv egész kitevdjii hatvdnyfiiggvények) vizsgaljuk.

A flggvények jol lathatd mddon harom kilénb6z6
csoportra bonthatok:

(1) n=1;

(2) n=2k;

(3) n=2k+1 (keZ").

A flggvények jellemzése a harom esetet kilon
vizsgalva:

X—+X3

X—=+X
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Szempont n=1 n=2k n=2k+1
Ertelmezési tartomany: R R R
Ertékkészlet: R R\R R
Zérushely: x=0 x=0 x=0
SzélsGértékek:

- maximum nincs, felllrél nem nincs, fellilr6l nem nincs, fellilr6l nem
korlatos korlatos korlatos
- maximumhely - - -
- minimum nincs, alulrél nem y=0 nincs, alulrél nem
korlatos korlatos
- minimumbhely - x=0 -
Paritas: paratlan paros paratlan

Periodikussag:

nem periodikus

nem periodikus

nem periodikus

Novekedési viszonyok:

szigorian monoton

]—o0;0] szigoruan

szigordan monoton

noévekvd monoton csokkend; névekvd
[0;00[ szigoruan
monoton novekvd
Flggvénygorbe alakja: egyenes konvex ]—00;0] konkav;

]0;0] konvex

A négyzetgyokfiiggvény

A négyzetgyokfliggvény a [0;00] értelmezési tartomanyra szlkitett x — x> fliggvény inverz fliggvénye.

X—sqgrt(x)

=1 0 1 2

A négyzetgyokfiggvény jellemzése:

Ertelmezési tartomany: R\R
Ertékkészlet: R\R
Zérushely: x=0
SzélsGértékek:

- maximum nincs, feltlr6l nem

korlatos
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- maximumhely -
- minimum y=0
- minimumhely x=0
Paritas: nem paros és nem
paratlan
Periodikussag: nem periodikus
Novekedési viszonyok: szigorian monoton
novekvé
Fliggvénygorbe alakja: konkav

Alkalmazasok:

A hatvanyozas és a gyokvonas azonossdgait a matematika minden dgaban haszndljuk, ide bdrmit fel
lehet sorolni az els6fokunal magasabb rendil egyenletek, egyenl6tlenségek megoldasatél kezdve a
hosszUsag-, terllet- és térfogatszamitasig.

A /-1 értelmezése révén eljutunk a komplex szdmok halmazahoz.
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6. tétel: A logaritmus fogalma és azonossagai. Az exponencialis és a

logaritmusfiggvény. Az inverzfliggvény.

1% 17

A hatvdnyozas definicidjanak kiterjesztése valds kitevdjd hatvanyra lehetévé tette az

f:R—>R"

x—=a"

a>0

fliggvény értelmezését, amelyet exponencidlis fiiggvénynek neveziink.

=1

12

f=41137y,

10

a

e

10=2"%

Az exponencidlis fliggvény jellemzése:

Szempont a>1 a=1 0<axl1
Ertelmezési tartomany: R R R
Ertékkészlet: R* {1} R*
Zérushely: nincs nincs nincs
SzélsGértékek:

- maximum nincs, felllrél nem y=1 nincs, feltlr6l nem
korlatos korlatos
- maximumhely - xeR -
- minimum nincs, alulrél korlatos, y=1 nincs, alulrél korlatos,
legnagyobb alsé korlat legnagyobb alsé korlat
k=0 k=0
- minimumhely - xeR -
Paritas: nem paros és nem paros nem paros és nem
paratlan paratlan
Periodikussag: nem periodikus periodikus, nem periodikus
periédushossza
nincs*
Novekedési viszonyok: szigordan monoton konstans szigordan monoton
novekvd csokkend
Flggvénygorbe alakja: konvex vizszintes egyenes konvex

*A periodushossz egyik lehetséges értelmezése miatt.
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Tovabba a hatvanyozas mint muivelet megforditasa is sziikségessé valt: mig a hatvanyozasnal adott a
alap és b kitevs esetén keressiik a hatvany értékét, itt adott hatvanyértékhez keressiik azt a kitevét,
amelyre az a alapot emelve megkapjuk a hatvanyértéket. E m(iveletet nevezziik logaritmusnak, melyet
a kovetkezbképpen definidlunk:

D: log, bjelenti azt a hatvanykitevét, amelyre a-t emelve b-t kapunk. Azaz a"*”

=b. A valds kitevdgjd
hatvany értelmezése miatt a;b>0 és a=1.(Mivel barmely valds x-re 1* = 1, ezért nincs 1-es alapu

logaritmus.)

Az g alap az 1 kivételével tetsz6leges pozitiv szam lehet, de a gyakorlatban csak két alapot hasznalunk,
a 10-est és az e szamot, ezek jeldlése Ig, illetve In, ez utébbiban az n betd a , logaritmus naturalis”,
természetes alapu logaritmusra utal. (Az e szamot a kovetkez6képpen értelmezziik:

1 n
e=|im(1+—j ~2,718, amely mind a matematikaban, mind a természettudomanyokban nagy

n—ow n

jelent&séggel bir (betdjelét Leonhard Eulerrdl kapta).

A logaritmusra vonatkoz6 legfontosabb azonossagok (a; x;y;c > 0, a;c#1, neR):

(2) log, x +log, y =log_(xy)
X
(2) log, x —log,y =log, —
y
Tétel:
(3) log, x" =nlog, x
log x
(4) log, x = 28X
log a

Bizonyitas: Ezek kozll most csak (1)-et bizonyitom, a tébbi igazoldsa hasonlé mdédon torténhet — a
logaritmus definicidjara és a hatvanyozas azonossagaira torténd hivatkozassal.

A logaritmus definicidja szerint
X = alogax

log, y

y=a
Xy — aloga Xy
igy egyrészt

log, x+log,y

I I s s 7 N
%*.a°*” = a hatvanyozas azonossaga miatt =a ,

xy=a
masrészt

|
Xy = aog,,(xv) )
E kettSt 6sszevetve

Xy — aloga x+log, y — aloga (xy)
Mivel az exponencialis fliggvény szigorian monoton, ezért

log, x +log, y =log,(xy).//
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Tetszbleges alapu logaritmust is ki tudunk szamolni a (4) azonossag (dttérés mds alapu logaritmusra)
segitségével. A logaritmusnak a szdmoldgépek megjelenése volt nagy jelentsége, ennek segitségével
lehetett konnyebben kiszamolni szorzatok, hdnyadosok és hatvanyok értékét, nagy segitség volt ebben
az un. logarléc, nekem ilyen volt a 70-es években:

[} 1
drrorivon)

e
2 = 9 o 10 o
i ﬂqruuumuﬁl’u”igiﬂmumwuw' gt
\.Wﬂﬂﬂgﬁmﬁm At

L1 "

U T At

Ma mar a legtébb szamoldgép képes tetszGleges alapu logaritmus kiszamitasara is, igy a logaritmus
elvesztette jelent6ségét a szamolasokban.

A logaritmusfiiggvény

D:Az f:R" >R x> log, x (a > 0;a #1) fuggvényt nevezziink logaritmusfiiggvénynek.

Mas megfogalmazdassal a logaritmusfliggvény az ugyanolyan alapu exponencidlis flggvény inverz

fuggvénye (y=a" — x=a’ & y=log, x).

A logaritmusfliggvény képe is a logaritmus alapjatél fugg:

glx) = logy (x)

s flr) = logy(x)

A logaritmusfliggvény jellemzése:

Szempont a>1 O<axl1
Ertelmezési tartomany: R* R*
Ertékkészlet: R R
Zérushely: x=1 x=1
SzélsGértékek:

- maximum nincs, fellilr6l nem nincs, fellilr6l nem
korlatos korlatos
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- maximumhely

- minimum

nincs, alulrél nem
korlatos

nincs, alulrél nem
korlatos

- minimumhely

Paritas:

nem paros és nem
paratlan

nem paros és nem
paratlan

Periodikussag:

nem periodikus

nem periodikus

Novekedési viszonyok:

szigorian monoton
névekvé

szigordan monoton
csokkend

Fliggvénygorbe alakja:

konkav

konvex

Az inverzfiiggvény:

D: Ha az f:D — Rfliggvény minden egyes R-beli y értékére egyetlenegy olyan D-beli x érték létezik,
amelyre teljesiil, hogy f(x)=y, akkor minden egyes y R elem esetén f'(y) jeldli azt az egyetlen egy
D-beli elemet, melyre f(f (y))=y teljesiil. Ekkor f*-neljelsljiik, és az f inverzfiiggvényének mondjuk

az f':R—>D y= f'(y) fliggvényt.

Az inverzség szimmetrikus relacid a figgvények kdzott: ha g inverz fliggvénye f-nek, akkor f is inverz
fliggvénye g-nek.

Példaul az exponencidlis figgvények (a = 1 kivételével) inverzei a logaritmusfiiggvények, vagy a
paratlan kitev6jli hatvanyflggvények inverzei a megfelel6 gyokfiiggvények (és forditva), illetve a
figgvények egy jelent6s csoportjanak csak az értelmezési tartomanyuk leszlikitésével (hogy
kolcsonosen egyértelm( leképezések legyenek) tudjuk megadni az inverzfliiggvényét, ilyenek példaul a
paros kitevGji hatvanyfliggvények, tovabba a szogflggvények (ez utdbbiak inverzeit arkusz
fliggvényeknek nevezziik {arcsin(x) stb.}), azonban a szamolégépeken a sin™' stb. nyomégombbal
tudjuk szamolni azokat.

A definicié kdvetkezménye, hogy az f és az f* fuggvények grafikonjai egymas tiikdrképei az y = x

egyenesre nézve.

Alkalmazasok:

A matematikan beliil (az exponencialis és logaritmikus egyenletek és egyenl6tlenségek megoldasan
tul) elsésorban a sorozatoknal (leginkdabb a mértaninal), a kamat-, kamatoskamat-, torlesztérészlet- és
életjaradék-szamitdsoknal hasznaljuk.

A fizikdban példaul a légnyomds magassagfliggését leird barometrikus magassagformuldban, a
radioaktiv anyagok bomldasi térvényében, a molekuldris héelméletben (hémérséklet, entrdpia)
haszndljuk. A hangerfsség mérésére haszndlt decibel skala szintén logaritmikus, ahogy
audideszkozeink hangerdszabalyzdja is.

A kémiaban ilyen a pH-skala a kémhatas jellemzésére, a bioldgidban is szamos exponencialis torvénnyel
(jarvanyterjedés, egér-elefant gorbe stb.) taldlkozunk.

Feltétlen meg kell még emlitenliink pl. a halézattudomdanyban is haszndlt hatvanyfliggvény-
eloszlasokat, de szdmos gazdasagi és tarsadalmi torvényt is fel lehet sorolni itt.
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7. tétel: Masodfoku egyenletek és egyenlStlenségek. Masodfokura visszavezethetd
egyenletek. Egyenletek ekvivalenciaja, gyokvesztés, hamis gyok, ellenbrzés.

Az egyenlet, egyenl6tlenség fogalmat tobbféleképpen szoktdk meghatdrozni, szerintem a kévetkezd a
legjobb:

D: Az egyenlet (egyenlétlenség) olyan logikai fliggvény, amelynek allitdsa (nyitott mondat) két,
egyenldségijellel (reldcidjellel) 6sszekapcsolt matematikai kifejezés, amelynek részeit bal oldalnak és
jobb oldalnak nevezziik. A logikai fliggvény értelmezési tartomanya az egyenlet (egyenlétlenség)
értelmezési tartomanya. Az értelmezési tartomdny azon részhalmazat, amelyhez a logikai fliggvény az
igaz értéket rendeli, az egyenlet (egyenlétlenség) megoldashalmazanak (igazsaghalmazanak) nevezziik.
Egyenlet esetén a megoldashalmaz elemeit gydknek nevezziik.

P B Az egyenlet (egyenl6tlenség)
/ értelmezési tartomanyatol és

y
i allitasatol flggben beszélink

skaldregyenletrél, vektoregyenletrél,

e

tenzoregyenletrél stb.

Ertékkeszlet

Hamis,
-

Ennek alapjan konnyl definidlni az
i azonossdg és az ekvivalencia fogalmat

\\\ ra is.

D: Azokat az egyenleteket (egyenlGtlenségeket), amelyek értelmezési tartomanya és megoldashalmaza
megegyezik, azonossdgnak nevezziik.

D: Két egyenletet (egyenl6tlenséget) akkor neveziink ekvivalensnek, ha értelmezési tartomanyuk és
megoldashalmazuk megegyezik.

Feladatokban gyakran nem adjak meg az egyenlet (egyenl6tlenség) értelmezési tartomanyat (vagy csak
egy kiinduldsi halmazt adnak meg). Abban allapodtunk meg, hogy ekkor az egyismeretlenes egyenlet
(egyenl6tlenség) értelmezési tartomanya a valds szdmok halmazanak az a legb6vebb részhalmaza,
amelyen az adott kifejezés értelmezhet6. (Ezt az elvet alkalmazzuk tobbismeretlenes egyenlet,
egyenlGtlenség esetén is.)

Masodfoku egyenletek

D: Az egyismeretlenes masodfoku egyenlet egy olyan egyenlet, amely ekvivalens algebrai

atalakitasokkal olyan egyenlet alakjara hozhatd, amelynek egyik oldaldn mdsodfoku polinom szerepel,

a masik oldalan pedig nulla (redukalt alak). A masodfoku egyenlet altalanos kanonikus alakja:
ax?’+bx+c=0, ahol a;b;ceR, a0, D=R..

Tétel: Az gx® + bx +c =0, ahol a;b;ceR, a=0, D=R masodfoku egyenlet megolddképlete:

_—btvb’—4ac
2a '

Bizonyitds: Osszuk el az egyenletet az a#0egyltthatoval, majd a kapott kifejezést bontsuk teljes
négyzetté!

1,2
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ax’>+bx+c=0 /:a#0

x2+£x+£=0
a a
, b ¢ bY (bY ¢ bY B ¢ b\ b*-4ac
X+—Xx+—=\x+—| -|— | +—=|x+—| ——5+—=|x+—| ————=0
a a 2a 2a a 2a 4a° a 2a 4a

o ' b\ b -dac
Rendezés utan kapjuk, hogy X+—| =—F5—
2a 4a
A D=b’ —4ac kifejezést a masodfoku egyenlet diszkrimindnsanak nevezzik. Ennek értékétdl fliggen
harom esetet kiilonboztetliink meg:
2
b* —4ac [\/b2—4ac] _
= , emiatt

I D >0 esetén >
4a 2a

et ]

X+—
2a 2a
b \Vb® —4ac
X+—=d
2a 2

a
b  Nb’—4ac -b*~b’—4ac
12~ + =
2a 2a 2a
Ebben az esetben a masodfoku egyenletnek két kiilénb6zé valds gydke van.

b 2
I. D =0 esetén (X+2—j =0, amelybél
a

Ebben az esetben a masodfoku egyenletnek két egybeesd valos gydke van (mas
megkozelitésmddban: egy valds gyoke van), a megolddéképlet ebben az esetben is jé
eredményt ad.

< 0 egyenletnek nincs valds gydke. A megolddképlet

] b\ b —4ac
. D<Oeseténa | X+— | =———
2 4a

a
ebben az esetben is hasznalhatd, mert a gyok alatt [év6 negativ szambdl
kovetkeztethetlink a valds gy6kok hianyara. //

A kovetkez6 két tételt a megolddképlet haszndlataval is igazolhatjuk:
T: A P(x)=ax®+bx+c (a;b;ceR, a=0, D=R) polinom gydktényez8s alakja P(X):G(X—Xl)(X—X2),

ahol x; és x; az ax? + bx + c=0 masodfoku egyenlet gydkei. Ha az egyenletnek nincsenek gyokei, akkor

a polinom nem bonthaté szorzatta.
T: Az gx* + bx +c=0 (a;b;c e R, a=0, D=R) masodfoku egyenlet gydkeire (ha vannak):

l. Xt X, =——;
a
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1. X, -

(Gyokok és egylitthatdk kozti 6sszefiiggések vagy Viete-képletek)

Masodfoku egyenlGtlenségek

Az egyszerlibb masodfoku egyenl6tlenségeket grafikus Uton (esetleg algebrai kiegészitéssel) oldjuk
meg. Nullara rendezés utan abrazoljuk a masodfoku figgvényt, majd leolvassuk a megoldashalmazt.
Példaul:

Oldjuk meg!
x(6+x)<27  D=R

Zardjelfelbontas és rendezés utan
0<—x*—6x+27

Az brézolashol: M=[-9;3]

sfrr e

A tortes egyenl6tlenségeket célszerlen nulldra rendezés, kozos nevezGre hozds és szorzattd bontas
(gybktényezds alak) utan, elGjelvizsgalattal oldjuk meg:

Oldjuk meg a valds szamok halmazdn!

\(4 *-{ oo A s +
s e I e
i1—3<i3 D=R\{1;3} BT *_‘_/‘__l__;—-ﬁf/i‘%
a— a— o Sl A \__ -
" " T e ane R e
3(x-2) x—sj e e
") 33) S
X—= X— C
fom 2

Ennek alapjan: M:]—oo;l[U:|§;2|:U]3;oo[

A legtobb négyzetgytkos egyenlbtlenség is grafikus Uton oldhatdé meg, a metszéspontok leolvasasa
(vagy egyenletmegoldds) meghatarozasa utan. Egy példa a kévetkezé oldalon:
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Jx—5+x<5 K=R

Atrendezés és ET-vizsgélat utan:
Jx=5<—/x+5 D=[5;]

A megoldashalmaz: M 2[5}9] ] i _'-—_—5f_f;,,,_,_:,_.;;;;;';:;_';j"""

Masodfoku egyenletre visszavezethetd egyenletek
Altaldban két f6 egyenlettipust szoktunk idesorolni:

a) négyzetgyokos egyenletek, amelyek (egy vagy két) négyzetre emelés utan masodfoku
egyenletre vezetnek, példaul «/x —2 ++/x + 5 =6 . Hamis gyokok megjelenésére szamithatunk!

b) azokat, amelyek valamilyen alkalmas Uj ismeretlen bevezetésével lesznek masodfoku
egyenletek, itt magasabb foku, exponencialis és trigonometrikus egyenletek gyakoriak:

(1) 3x’ —36x+2;: 136 yi=x"—12x
x°—=12x-42
1
(2) 4 2=6-2"42 yi=2"
(3) 3cos’ x+2sinx=1 cos’ x =1—sin’ x, majd y :=sinx

Gyokvesztés, hamis gyok

Az egyenletek algebrai megoldasa soran gyakran kénytelenek vagyunk nem ekvivalens miveleteket is
végrehajtani, példaul a legtobb gyokos egyenletnél nem keriilhet6 ki a négyzetre emelés. Sokszor
el6fordul az is, hogy a megoldds soran olyan azonossdgot alkalmazunk, amely nem teljesil minden
valds szam esetén, erre a logaritmus azonossagai a legjobb példak.

Ha az algebrai megoldas soran végrehajtott mlvelet béviti az eredeti értelmezési tartomdnyt (példaul
a négyzetre emelés), akkor olyan gyokot is kaphatunk, amely példdul az eredeti értelmezési
tartomanyban nincs benne — ezeket szokds hamis gyéknek nevezni.

Ha olyan miiveletet hajtunk végre, amely sziikiti az értelmezési tartomdnyt, akkor pedig gydkvesztés
léphet fel. Gyokot veszithetlink akkor is, ha ismeretlent tartalmazé tényezével osztunk, el6fordulhat
ugyanis, hogy az oszté értéke az ismeretlen valamely értékére nézve 0.

Két logaritmusos példa ezekre az esetekre:

(1) 2lgx=2 D=R"* () lgx* =2 D=R\{0}
lgx* =2=1g100 D=R\{0} 2lgx =2 D=R"
x* =100 D=R lgx=1 D=R"
X, =%10 D=R x=10 D=R

(1)-nél hamis gyokot kapunk, (2)-nél pedig gyokot vesztiink a masodik sorbeli értelmezésitartomany-
valtozds miatt.

Ezek kisz(irése miatt (is) célszer( az eredeti egyenletbe behelyettesitve leellendrizni a kapott gyokoket.
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Alkalmazasok

A matematika szinte minden agaban oldunk meg egyenleteket, a koordindtageometria a geometria és
az algebra kapcsolatara épdil.

De egyenletmegoldassal minden mas tudomanyban is taldlkozunk, a fizikatél a kémidn és a bioldgian
at a kozgazdasagtanig. A masodfoku egyenletek ezen egyenletek jelentés részét teszik ki.
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8. tétel: A leird statisztika jellemzdi, diagramok. Nevezetes kdzépértékek.

D: A statisztika a valdsag szamszerl informacidinak megfigyelésére, Osszegzésére, elemzésére és
modellezésére irdnyuld gyakorlati tevékenység és tudomdny, amely mért vagy gyljtétt adatokon
alapszik.

Az egyértelm(ség végett néhany fogalmat meg kell kilonboztetniink egymastdl, igy kilonbozik
egymastdl az adat és az elem, valamint az adatsokasdg és a halmaz. Mig egy halmazban egy elem
egyszer fordul el6, addig egy adatsokasagban egy adat tobbszor is benne lehet. Tovabba egy
halmazban az elemek sorrendje nem szamit, mig egy adatsokasagban az adatok sorrendje is gyakran
fontos jellemzé (arfolyamok, lazgérbe stb.).

Adatsokasagok jellemzéi
D: Az adatsokasag legnagyobb és legkisebb adatanak kiilonbségét terjedelemnek nevezziik.

Az adatok adott szempontok szerinti feldolgozasahoz, elemzéséhez azokat nagysag szerint osztdlyokra
bonthatjuk, ezek osztdlyterjedelme lehet egyenl6 vagy kiilonbozé6 is.

D: Az azonos adatok el6forduldasanak szamat gyakorisdgnak nevezziik, ezek teljes adatsokasaghoz
viszonyitott aranyat pedig relativ gyakorisdgnak.

Az adatsokasag egészét kbzépértékekkel és a kozépértékektél vald eltéréssel jellemezhetjiik.

Koézépértékek:

(1) dtlag: Az {01}02,'03}---,'0,,} adatsokasag atlagan a benne szerepl6 adatok szdmtani kdzepét

= a0, +a, .. ta 4 .
értjik: g=2—22 n ==L Ha az adatsokasagban vannak egyforma adatok, akkor
n n

/

Zk.a

i

_ /
az dtlagot ezek silyozott kbzepeként is szamolhatjuk: g == , ahol Zki =n.

zki i=1
i=1

(2) mddusz: az adatsokasagban leggyakrabban el6fordulé adat. Ha tobb ilyen is van, akkor a relativ
gyakorisaguk figgvényeként vagy mindegyiket mdédusznak nevezziik, vagy azt mondjuk, hogy
az adatsokasdgnak nincs médusza.

(3) medidn: az adatokat nagysag szerinti (novekvé vagy csokkend) sorrendbe rendezve a kozépsé
adat. Ha n pératlan szam, akkor van ilyen, ha n paros, akkor a két kdzéps6 szamtani kozepe.

Eltérések a kbzépértékektdl.

Egy (példaul fizikai) mérés sordn — a mérés josdganak jellemzése végett — rendkivil fontos a mért
adatok atlaganak meghatdrozasan tul a mérés hibahatdranak meghatdrozdsa is. Ennek jellemzésére
nem hasznalhatjuk az dtlagtdl valo eltérés dtlagdt, hiszen az minden esetben 0 lenne. Emiatt két
mennyiséggel szoktuk jellemezni ezt:
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(1) dtlagos abszolut eltérés: ez az eltérések abszollit értékének szamtan kozepe:
Sfa-a|

S —— =1 ;
(o) =

(2) szérds: az eltérések négyzetes kdzepe, azaz D(a)=

Az adatsokasagok megjelenitése — diagramok

,Egy jo kép tébbet mond ezer szondl.” — szoktak mondani a fotdsok, és ez vonatkozik az adatsokasagok
jellemz6inek bemutatdsara is, amelyeket kiilonb6z6 tipusu diagramokon szoktunk megtenni.

Az adatsokasdg jellegének megfelelGen a kbvetkez6 diagramokat hasznaljuk (illik haszndini...):

(1) ha az ugyanabban az id6ben keletkez6 (létez6) azonos adatok egymdshoz és a teljes
adathalmazhoz viszonyitott ardnydt kivanjuk bemutatni, akkor kér- vagy szalagdiagramot
hasznalunk (példaul iskolai dolgozatok mindsitése, valasztasokon kilénb6z6 partokra leadott
szavazatok szama stb.). Ekkor a korcikkek kozépponti szoge, illetve a szalagdarabok hossza
egyenesen aranyos a relativ gyakorisaggal.

(2) haaz ugyanabban az idében keletkez (létez8) azonos adatok egymdshoz viszonyitott ardnyadt
és az egyes adatok gyakorisdgdt kivanjuk bemutatni, akkor oszlopdiagramot hasznalunk
(példaul iskolai dolgozatok mindsitése, valasztasokon kiilonb6z6 partokra leadott szavazatok
szdma stb.). Ekkor az egyes (azonos adathoz tartozd) oszlopok magassaga az egyes azonos
adatok gyakorisaga lesz.

(3) ha az adatok mellett a keletkezéslik sorrendje is fontos, akkor vonaldiagramot hasznalunk
(példaul devizaarfolyamok, lazgorbe stb.). Ekkor a diszkrét pontokat 6ssze szoktuk kotni.

Oszlop- és vonaldiagram esetén az adatok értékét (fligg6leges tengely) nem mindig az y = 0 egyeneshez
viszonyitjuk, ez a jellemezni kivant adatsokasag jellegétél is fligg (t6zsdeindex vs. egy orszdg
lakossdgdnak szama, ha csak a nagysdgdra vagyunk kivancsiak, nem a vdltozds mértékére).

Sir Winston Churchillnek tulajdonitjak a kovetkezé chAUSBELEPE'SIKiSERu:TESZA
mondast: ,,Csak annak a statisztikdnak hiszek, forrds: plicey

amelyet magam hamisitottam.” Bar valdszin(leg
nem téle, hanem minden bizonnyal egy német
politikustdl szarmazik (a Il. vildghaborua idejébdl),
erre nekink is figyelnink kell diagramok
megtekintésekor, mert kdnnyen lehet manipulalni
gondolkodasunkat a diagramokkal. Bar vannak
egyértelmi, szandékos megtévesztések is... ®

118 B gg 129

0120 0122 0127. 0131 0202 0204 0209, 0212 0217,

[HiRADo REKORDSZAMU BEVANDORLO AKART [}
- MAGYARORSZAGRA JUTNI PENTEKEN il
EGES TAMOGATAS NI'(UI.. BUDAPESTNEK NINCS ESELYE OLIMPIAT NYER' 1801

Adatok eloszlasa, kvantilisek, kvartilisek, decilisek, sodréfa diagram

A NAT 2020-hoz kapcsolddo Uj érettségi kovetelmények a statisztika részt kiegészitették mind kozép-,
mind emelt szinten a fenti fogalmakkal és alkalmazasukkal.

Az adatsokasagot a mediannal két egyenl6 részre osztjuk, de akar tobb egyenl6 részre is tudjuk
bontani, ezeket az 4&ltaldnos osztépontokat hivjuk kvantiliseknek. igy a harmadolépontokat
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terciliseknek, a negyedel6pontokat kvartiliseknek, az otodol6pontokat kvintiliseknek, a
tizedel6pontokat deciliseknek nevezziik.

A leggyakrabban hasznalt kvantilisek a kvartilisek, jelolésik Qi, Q2 és Qs. (Néhol a sokasag legkisebb
tagjat Qo-lal, a legnagyobbat Qa-gyel jelolik.)

D: Qi azt az értéket jeloli, amelynél az adatok negyede kisebb, haromnegyede pedig nagyobb,
elnevezése elsé vagy also kvartilis.

D: Q; a median (masodik vagy kdzépsé kvartilis).

D: Qs azt az értéket jeloli, amelynél az adatok haromnegyede kisebb, negyede pedig nagyobb,
elnevezése harmadik vagy felsd kvartilis.

Azért alkalmazzuk gyakran a kvartiliseket, mert egyrészt ezek tavolsagara éplil egy szorddasi
mérdszam, az interkvartilis terjedelem, masrészt egy gyakran hasznalt statisztikai dbra, a boxplot
(dobozdiagram) is felhaszndlja ezeket az értékeket.

D: Az IQR = Q3 — Q; értéket interkvartilis terjedelemnek nevezziik.

Az interkvartilis terjedelem kikiisz6boli a terjedelem mutatd azon hibajat, hogy tul érzékeny a kiugré
adatokra, ez ugyanis csak a sokasag kozépsé 50%-anak a terjedelmét vizsgdlja.

A kvartilisek kézi kiszamitdsa nagyjabdl a medianénak felel meg (az adatsokasag darabszama néggyel
valé oszhatdsagi maradékainak fliggvényében), de a gyakorlatban ezek kiszamitasat adatkezeld
programok végzik (példaul GeoGebra, MS Excel, ADaMSoft S-CUBE, BMDP, IBM SPSS Statistics stb.).
Ezek nem pontosan ugyanugy szamolnak, de nagyon sok adat esetén nem adnak lényegesen kiilonb6z6
eredményt.

A kvartilisek felhasznalasaval szemléletes dbra készithet6, amely alkalmas kiilonb6z6 sokasagok vagy
csoportok eloszlasanak 6sszehasonlitasara. Ezt az dbrat magyarul szokdas sodréfa, doboz- vagy doboz-
bajusz diagramnak nevezni (egyik sem honosodott meg igazan), angolul a boxplot vagy box-and-
whisker plot elnevezést hasznaljuk. Az dbranak tdbb, kissé eltérd valtozata is létezik, de az valamennyi
esetben k6z0s, hogy az alabbi 6t érték feltlintetésre keril: Qo(min), Q1, Q2(Me), Qs és Qa(max).

A diagram felépitése egy Qi és Qz kozo6tti dobozbdl, a medidnnal egy ezen athaladé vonalbdl, valamint
a dobozbdl kinyuld , bajuszokbdl” all a minimum és a maximum iranyaban. (Néhany szoftver a median
mellett az atlagot is jel6li egy ponttal vagy kereszttel, illetve sok esetben a kiugré értékekként érzékelt
adatok (outlierek) is kulonalld pontokként szerepelnek, ami miatt a bajusz rovidebb lesz.) A
boxplotokat vizszintesen és fligg6legesen is rajzolhatjuk.

Néhany tipikusnak nevezhetd boxplot:

1. szimmetrikus, nem tul lapos,

. nem tul csucsos

L 2. szimmetrikus, lapult eloszlas

“ 3. szimmetrikus, csucsos
eloszlas

4. jobboldali aszimmetria,
csucsos eloszlas

5. baloldali aszimmetria,
csucsos eloszlas
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Osszefoglaldan tehat a kvantilisek tetsz6leges osztopontokat jeldlnek, melyek &nmagukban is
alkalmasak elemzésre, a leggyakrabban azonban a kvartiliseket hasznalja a statisztika, els6sorban a
boxplot megalkotasara. A boxplot alakjabdl kovetkeztetliink a sokasdgi adatok, megfigyelések
elhelyezkedésére, a jobboldali aszimmetria esetén hosszu jobb oldali (vagy fenti) bajuszt és akar sok
kiugré értéket latunk. A sokasag lapult, ha mind a doboz, mind pedig a bajuszok viszonylag nagyok,
illetve csucsos, ha a box (vagyis az interkvartilis terjedelem) vagy valamelyik bajusz nagyon révid. Ne
feledjlk, barmely két szomszédos kvartilis kozott a sokasag elemeinek negyede talalhaté meg!

Nevezetes kézepek

A matematikdban egy pozitiv adatokbdl allé6 adatsokasag jellemzésére négy, Un. nevezetes kézepet
szoktunk haszndlni (n122):

n

S

D: Az {01}02}03}---}0,,}, 0,€R" szamok szamtani kézepén az A(a,)=— szdmot értjik.
n

D: Az {01}02}03}---}0,,}, 0,€R" szamok mértani kézepén a Gla,)=1/a,a,...a, szamot értjiik.

D: Az {01;02}03}---}0n}, g€ R™ szémok harmonikus kbzepén a H(a,)= szamot értjik.

y i

D: Az {01}02;03}---;0,,}, a,€R" szamok négyzetes (kvadratikus) kézepén a Qla,) = szamot értjiik.

A négy nevezetes kozép kozt a kdvetkezd 6sszefliggés all fonn:

T:Az g,;a,;0,;...;a,, (a, e R*, n>2) valés szdmok esetén
min(a,)<H(a;)<G(a;)<A(a;)<Q(a;)<max(a;), &s

egyenl8ség akkor és csak akkor dll fénn, ha a, =a, =a, =...=a, .

E tétel dllitasai koziil egy specidlis esetet fogok bizonyitani:

2 a+b
Tétel: Ha a;p<R*, akkor 1 1 ST, azaz két pozitiv szdam harmonikus kozepe kisebb vagy

7+7
a b
egyenld, mint a szdmtani kbzepik, tovabba egyenléség akkor és csak akkor &ll fonn, ha a=b.

Bizonyitds: Ekvivalens atalakitdsokat végzlink. Mivel a;b e R*, ezért
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2 Sa+b

1= 2

b

ﬂgm /'2(G+b)>0
a+b 2

4ab§(a+b)Z

dab<a®*+2ab+b’ /—4ab
0<ad’-2ab+b’

OS(a—b)z,

1
~+
a

ami mindig teljesl, és egyenl&ség akkor és csak akkor all fénn, ha a=b. //

Alkalmazasok

Statisztikdkat mind a természet-, mind a tdrsadalomtudomanyokban rendkivil gyakran hasznalunk
kiilonboz6 folyamatok idSbeli jellemzésére, illetve egy adott id6pontbeli dllapotuk régzitésére.

Csak néhdny példa: devizadrfolyamok, t6zsdeindexek, egy kozosség életkor szerinti megoszldsa (korfa),

lazgorbe, partszimpatia stb.

A nevezetes kézepeket pedig gyakran haszndljuk szélséérték-feladatok megoldasa soran, figgvények
maximumanak és minimumanak meghatdrozasakor stb.
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9. tétel: Flggvénytani alapismeretek, figgvények tulajdonsagai, hatarértek,
folytonossag. Szamsorozatok. A szamtani sorozat, az elsé n tag 0sszege.

A fliggvény a matematika legfontosabb fogalmai kdzé tartozik.

D: Adott két (nem feltétlenil kiilonb6z8) halmaz, A és B. Azokat az egyértelmii hozzdrendeléseket,
amelyek az A halmaz elemeihez a B halmaz elemeit rendelik, fliiggvényeknek nevezziik. Az A halmaz a
fliggvény alaphalmaza, a B pedig a képhalmaza. Az A halmaz azon részhalmazat, amely elemeihez
ténylegesen torténik hozzarendelés, értelmezési tartomdnynak (D), a B halmaz azon részhalmazat,
amelynek elemei ténylegesen hozzarendel6dnek, értékkészletnek (R) nevezziik.

lelben: f:D—>R x> f(x).

D: Két flggvényt akkor tekintlink egyenl6nek, ha értelmezési tartomanyuk ugyanaz, és a kozos
értelmezési tartomany minden egyes x eleméhez a két fliggvény ugyanazt az értéket rendeli.

A fliggvényeket a kdvetkezd szempontok szerint jellemezziik (célszerlien ebben a sorrendben):

- értelmezési tartomany;

- értékkészlet (ezt ditaldban a széls6értékek, korldtossdg vizsgdlata utdn utdlag irjuk be);
- zérushelyek;

- szélsGértékek (korlatossag, hatarértékek a 100 -ben, illetve a szakaddsi pontokban);

- paritas;

- periodikussag;

- novekedési viszonyok (monotonitds, fliggvény menete);

- fuggvénygorbe alakja (konvexitas, inflexiés pontok);

- folytonossag.

A globdlis tulajdonsdgok kdzé soroljuk azokat, amelyek a teljes értelmezési tartomanyra vonatkoznak
(értelmezési tartomany, értékkészlet, korlatossag, paritas, periodikussag, folytonossag), a tobbit pedig
a lokdlis tulajdonsdgok kozé soroljuk.

Ateljes fliggvényvizsgalathoz erds eszkoziink a differencidlszamitas, ez azonban egy masik témakorben
szerepel.

Néhany, ebben a témakoérben szerepl6 tulajdonsag meghatarozasa:

D: Az f fiiggvény paros, ha VX € Df eseten —x € Df, és f(-x)=f(x).

D: Az f fuggvény periodikus, ha 3p€R", hogy Vx €D, esetén x+peD,, és f(x+p)=f(x). A legkisebb

ilyen p pozitiv valdés szamot (ha létezik) a fliggvény periddushosszanak nevezzik. (Mds definiciok
bdrmely fenti tulajdonsdgu p-t periddushossznak tekintenek.)

D: Az f fuggvény szigortian monoton névekvs, ha VXX, ED, esetén ha X; <X, , akkor f(X1)<f(X2).

D: Az f fliggvény monoton csokkend, ha VX;X, €D  esetén ha X; <X, akkor f(Xl)Zf(XZ).

A fliggvények hatdrértékét és folytonossagat célszerlien a sorozatok ismertetése utan vizsgalom.

A hétkdznapi életben a sorozat sz6 azonos vagy hasonld dolgok egymdst kovetd sordt jelenti. A
matematikdban haszndlt fogalom ennek megfeleléen a kdovetkez6:
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D: A pozitiv egész szamok halmazan értelmezett valds értéki figgvényeket szdmsorozatnak (réviden:
sorozatnak) nevezzik. A figgvény altal az n pozitiv egészhez rendelt értéket a sorozat n-edik tagjanak
(néha elemének) nevezziik, n-et pedig a tag indexének. Ha a fliggvény minden pozitiv egészhez
ugyanazt a valds szamot rendeli, akkor azt konstans sorozatnak nevezziik.

A sorozatokat a figgvényektdl kissé eltéréen jeloljlk, betdjellk altaldban az abécé elejérdl egy kisbet:
a:7Z"—>R (Cl,,) vagy {Gn} , tovabbad a sorozat n-edik tagja a, .

A sorozatokhoz kapcsolédé legfontosabb fogalmak és tételek:

Korlatossag

D: Az (G,,) sorozat alulrdl korldtos, ha létezik olyan k€R , hogy wneZ* esetén a,>k.Akszamot a

sorozat also korldtjanak nevezzik (ha létezik, akkor végtelen sok ilyen van), kozilik a legnagyobbat

pedig az (0,,) sorozat legnagyobb also korldtjanak (infimum, k*).

D: Az (G,,) sorozat feliilrél korldtos, ha létezik olyan K €R , hogy vneZ* esetén a, <k .AKszamota

sorozat felsé korldtjanak nevezziik (ha létezik, akkor végtelen sok ilyen van), koziilik a legkisebbet

pedig az (Gn) sorozat legkisebb felsé korldtjanak nevezzik (szuprémum, K*).

D: Az (0,,) sorozat korldtos, ha alulrdl és felilrdl is korlatos. (Azaz létezik olyan x<R\R~, hogy

Vnel eseténla |<k )

an

Monotonitas

D: Az (Cl,,) sorozat szigoruan monoton névekvé, ha wn;meZ*, n>m eseténa, >a,, -
D: Az (G,, sorozat szigoruan monoton cs6kkend, ha vn;meZ*, n>m eseténa, <a,,-

D: Az Gn) sorozat monoton névekvd, ha Yn;meZ*, n>m eseténa, >a,, -

D: Az (Cl,, sorozat monoton csékkend, ha vn;meZ*, n>m eseténa, <a,, -

E sorozatokat 6sszefoglalé néven monoton sorozatoknak nevezziik.

Konvergencia

A konvergencia fogalma a sorozatok hatarértékének fogalmahoz tartozik.

D: Az a szam &€ sugaru kérnyezetén (a;s R, £ >0) értjuk az ]0—5,’0"'6[ nyitott intervallumot a

szamegyenesen.
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D: Az (G,,) sorozatnak van hatdrértéke (az (G,,) sorozat konvergens), ha van olyan a€R szam, hogy

az a szam barmely € sugaru kérnyezetében a sorozat majdnem minden tagja benne van. (Vagyis az a
szam € sugaru kornyezetén kiviil a sorozatnak legfeljebb véges sok tagja lehet.)

Jeldlése: a, —>avagy lim(a,)=avagy lima, =a.
n—o0
Ezzel a definicidval ekvivalens (a sokszor jobban hasznalhatd) kovetkezé meghatarozas:

D: Az (G,,) sorozatnak van hatdrértéke (az (G,,) sorozat konvergens), ha van olyan a€R szdm, hogy

Ve >0szdmhoz IN e Z" kiiszobszam, hogy ha n>N, akkor |a, —a|< £.

D: Az (Gn) sorozat divergens, ha nem konvergens.

A divergens sorozatok két siirlin hasznalt tipusa:

D: Azt mondjuk, hogy az (Gn) sorozat a végtelenbe divergdl (a, —>w), ha VKeR szamhoz

IN e Z" kiiszébszam, hogy han> N, akkor a, >K .

D: Azt mondjuk, hogy az (G,,) sorozat a minusz végtelenbe divergdl (a, — —), ha Vke R szdmhoz

IN e Z" kiisz6bszdm, hogy han> N, akkor a, <k .

Néhany fontos és gyakran haszndlt tétel a sorozatok konvergencidjaval kapcsolatban:
T: Konvergens sorozatnak egy hatarértéke van.

T: Minden konvergens sorozat korlatos.

T: Ha egy sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens.

E fogalmak és tételek segitségével tudjuk egyszerlien meghatarozni a fliggvények hatarértékét és
folytonossagat:

Véges hatarérték a végesben

D: Legyen az f(x) flggvény az xo hely valamely kérnyezetében értelmezve (kivéve esetleg az xo helyet).

Azt mondjuk, hogy az f(x) fuggvény hatarértéke az xo helyen A, ha VX, — X, (X,, € Df;x,, # XO) sorozat

esetén f(X ) > A (vagy: V& >0 szamhoz 36>0 szam, hogy ha |X—X0|<5, X #X,, akkor |f(X)—A|<6

{Heine-, illetve Cauchy-féle definicid}).

Véges hatarérték a végtelenben

Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény hatarértéke a +oo -ben A, ha VX, —>+0 (Xn GDf) sorozat esetén

flx,)=>A. (vagy: V& >0 szémhoz 3K szam, hogy ha X >K, akkor |f(X)—A|<8 ).
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Végtelen hatarérték a végesben
D: Legyen az f(x) fliggvény az xo hely valamely kdrnyezetében értelmezve (kivéve esetleg az xo helyet).
Azt mondjuk, hogy az f(x) figgvény hatarértéke az xo helyen oo, ha VX, — X, (X,, EDf, X, ¢XO)

sorozat esetén f(X,) = +0

Végtelen hatarérték a végtelenben

Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény hatarértéke a —+oo-ben oo, ha VX, —>+0 (X, eDf)sorozat

esetén f(X,) =10

Folytonossag
A hatarérték fogalmanak segitségével tudjuk definialni a fliggvények folytonossagat:

D: Az f(x) fuggvény folytonos az xo helyen, ha a fiiggvény ezen a helyen értelmezve van, tovabba ezen
a helyen van hatarértéke, és ez a hatarérték egyenlG az e helyen felvett fliggvényértékkel.

D: Az f(x) fuggvény folytonos az [G}b] intervallumon, ha az intervallum barmely belsé

pontjaban folytonos, a balvégpontban jobbrdl, a jobbvégpontban balrél.
A folytonossag legfontosabb és legtobbszor alkalmazott kévetkezményei:

T: Zart intervallumon folytonos fliggvénynek van legnagyobb értéke (maximuma) és legkisebb értéke
(minimuma) (Weierstrass-tétel).

T: Ha az f(x)fuggvény folytonos az [G;b]zért intervallumon, akkor a fliggvény f(a) és f(b) kozott

minden értéket felvesz (Bolzano-tétel).

T: Zart intervallumon folytonos és invertalhatd fliggvény értékkészlete egy zart intervallum, és ezen a
flggvény inverze folytonos.

A szamtani sorozat

D: Azokat a szamsorozatokat, amelyekben az egymast kdvet6 tagok kiilonbsége allandd, szamtani
sorozatnak nevezziik. Azaz: VneZ' eseténa,, —a,=dllandé=d, ahol d a szamtani sorozat

kiilonbsége (differenciaja).

A szadmtani sorozat n-dik tagjat és az els6é n tag Osszegét a szamtani sorozat elsé tagjanak és
kiilonbségének ismeretében a kdvetkezd tételek alapjan lehet kiszamitani:

Tétel: Ha szdmtani sorozat elsé tagja a, kiilénbsége d, akkor
(1) a,=a,+(n-1)d;

_al+ann_201+(n—1)d
2 2

(2) S n.
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Bizonyitas: A (2) tételt fogom bizonyitani. A , kis Gauss” modszerét kbvetve irjuk fel a szamtani sorozat
elsé n tagjanak 6sszegét kétféleképpen, majd adjuk 6ssze azokat!

S, =a,+(a,+d)+(a, +2d)+...+(a, +(n-2)d)+(a, +(n-1)d);

5,=a, +(a,~d)+(a,~2d) +...+ (g, ~(n—2)d) + (g, ~(n-1)a).|

25,=(a,+a,)+(a,+a,)+(a,+a,)+..+(a,+a,)+(a, +a,)=(a, +a,)n,

ndarab

amelybdl 2-vel osztva a tétel elsG felének allitasat kapjuk, mig ha ebbe behelyettesitjik az (1)-ben
szerepl6 kifejezést, megkapjuk a masodik felét is. //

. ; . a_.+a_ . ,
A sorozat onnan kapta a nevét, hogy ha 1<i<negész, akkor a, :""T”“, azaz a sorozat barmely

tagja az ugyanannyival el6tte és utana Iévé6 tagok szamtani kdzepe.

Alkalmazasok

A sorozatok konvergencidjat gyakran haszndljuk a fliggvények végtelenben vett hatarértékének
meghatdrozasahoz, folytonossdguk megmutatasahoz (Heine-féle definicid).

Néhany nevezetes sorozat és hatarértékik:

: 1Y
(i) IIm(lJr—j =e, atermészetes alapu logaritmus alapszama (Euler-féle szam);
n—x0 n
(ii) Legyen S, az els6 n pozitiv egész szam négyzete reciprokanak 6sszege, azaz
1 1 1 1 7’
=—+—+—+...+—. Ekkor li =—;
n 12 22 32 nZ Lmsn 6
(iii) Legyen S, az els6 n primszam reciprokanak 6sszege, azaz
S :1+l+l+“.+i . Ekkor Ilm Sn =00,
" 2 3 g p, n—oo

A szamtani sorozathoz (is) kapcsolhatéan tovabbi nevezetes (és gyakran hasznalt) 6sszegek:

(a) Azels6 n pozitiv egész szam Gsszege zi=M;

i=1
(b) Az els6 n pozitiv egész szam négyzetének Gsszege Z:,'2 :w;
i=1

2
4 n(n+1
(c) Azels6 n pozitiv egész szdm kdbének 0sszege ZP :{(T)} .
i=1

A hétkdznapi életben (jo kézelitéssel) szamtani sorozatot alkot példaul a szinhdzi nézGterek, a
stadionok soraiban Iévé Gl6helyek szama. A ruhaanyagokat végekben aruljak, itt az egy ,,menetben”
Iév6 anyaghosszak alkotnak szamtani sorozatot.
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10. tétel: Mértani sorozat, az elsé n tag 0sszege, végtelen mértani sor. Kamatszamitas,
gy(jt6jaradék, torlesztérészlet. Exponencidlis folyamatok a tarsadalomban és a
természetben.

A mértani sorozat fogalmat mar az ékori egyiptomiak is ismerték, és Osszegik is érdekelte 6ket.
Konkrét feladatok esetén ki is tudtak szamolni az 6sszeget. Megtaldltak ugyanis a Rhind-papiruszon
(i. e. 1750) a kovetkez6 feladat — amely kés6bb feladatgyljteményekben és népi talalés kérdésekben
is felbukkant — igen tomoér megoldasat: ,Ha 7 hdz mindegyikében 7 macska van, mindegyik megfogott
7 egeret, minden egér megevett 7 buzaszemet, minden buzaszembdl 7 hekat buza termett volna, akkor
hdny hekat buza lett volna abbdl?”

A papiruszon maga a feladat nem szerepel, csak a megoldas sziikszavu leirasa (,Haz: 7 — macska: 49 —
egér: 343 — ...” stb.), de lehetetlen nem rajonni, tovabba a papirusz sem utal az 6sszegképlet
ismeretére: végigszamoltak a sorozat tagjait, és Ugy adtak dssze.

Hasonlé példa szerepel egy 19. szazadi angol nonszensz monddkaban:

»As | was going to St. Ives,

I met a man with seven wives,
Every wife had seven sacks,

Every sack had seven cats,

Every cat had seven kits,

Kits, cats, sacks and wives,

How many were going to St. lves?”

Ez a példa az egyiptomitdl annyiban tér el, hogy beugratds feladat: csak egyvalaki ment St. Ives-ba,
mégpedig a vers elbeszélje, az asszonyos-zsakos kompania St. Ives felGl jott, nem pedig oda ment).
(Forras: https://hu.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9rtani sorozat 2017.07.08.)

A mértani sorozat eredeti, rekurziv definicidja a kovetkez6:

D: Azokat a szamsorozatokat, amelyekben az egymdast koévet6 tagok hanyadosa dallandd, mértani

sorozatnak nevezzik. Azaz: vne 7" esetén 2ot — Gllandé =g, ahol g a mértani sorozat hanyadosa
a

n

(kvociense).

Ez a definicio kizdrja azt, hogy a sorozat bdrmely tagja, illetve kvdciense O legyen, ellentétben az
a,., =a,-q definicidval.

A mértani sorozat n-dik tagjat és az els6 n tag Osszegét a mértani sorozat elsé tagjanak és
hanyadosanak ismeretében a kévetkez6 tételek alapjan lehet kiszamitani:

Tétel: Ha mértani sorozat elsé tagja a;, hanyadosa g, akkor

1) a,=a,-q""
(2) g=1lesetén S, =n-a,
-1
(3) g#lesetén S, =a, q
qg-1

Bizonyitds: A (3) tételt fogom bizonyitani.

Az (1) tételt felhasznalva
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1 S, =a,+a,g+a,q" +..+a,q" > +a,q"" /-q#0
Sq=0,9+0,9°+0,q° +...+a,9" " +0a,q"

S,g-S,=a,9"—a,

S,(g-1)=a,(q"-1) /:(g-1)#0
S, :alq -1
qg-1

Ezt akartuk bizonyitani.

A végtelen mértani sor

D: A Zalq’*l , un. ,végtelen 6sszeget” végtelen mértani sornak nevezziik.

i=1

n
D: Ha a |im Z:alq"*1 hatdrérték létezik és véges, akkor azt a végtelen mértani sor O0sszegének
i=1

n—»o0 “¥

nevezzik, és S-sel jeloljik.

a,
l1-qg

T: Ha a mértani sorozat elsé tagja a;, és hanyadosa abszolut értéke kisebb, mint 1, akkor s =

E tételt konnyl bizonyitani, felhasznalva a mértani sorozat els6 n tagjanak Osszegére vonatkozd

képletet, illetve azt a tételt, hogy ha |q| <1, akkor limg" =0.
n—oo

A végtelen mértani sor 6sszegképletének felhasznaldsaval tudjuk a végtelen szakaszos tizedes torteket

abc

két egész szdm hanyadosaként felirni, példaul o,c.ybéz ——. (V6.: A raciondlis szamok kétféle
10

definicidja.)

Kamatszamitas

Kozgazdasagi megfogalmazas szerint a kamat a pénz idéértékének megtestesiilése. Ha egy
pénzosszeget (betét) (jellemzben) egy bankban elhelyeziink, akkor a bank a pénziink hasznalataért a
betétlinkre bizonyos kamatot ad. A kamat és a betét szazalékban kifejezett hanyadosat kamatldbnak
nevezzik. Hasonléan, ha a bank pénzét haszndljuk, akkor ezért a felvett hitelért bizonyos
ellenszolgaltatast kell nydjtanunk.

A tovdbbiakban azzal a feltevéssel éliink, hogy a futamidé alatt a kamatldb mértéke nem vdltozik (ami
a valésdagban elég ritka).

J6, ha tudjuk, hogy a gyakorlatban a betétek és a hitelek kamatszamitdsi mddja eltéré.

A nomindlis kamatozds (névleges vagy egyszer( kamatozas) sordn a kiinduld Osszeg (az alapt6ke)
bizonyos szazalékban kifejezett hanyadat szabdlyos id6kozonként (kamatperiddus) hozzdadjik a
t6kéhez. Ezt a szazalékot kamatlabnak nevezziik.
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A banki hirdetésekbdl ismert EBKM (egységesitett betéti kamatldb mutatd) is a nominalis kamatozas
maddszerével szamitédik. Ennek a bankok részérél praktikus oka, hogy az éves nominalis kamatbol
szamitott egy évnél révidebb tdvra sz6l6 kamat magasabb, mint éven belll az un. effektiv hozam (a
kamatos kamat), igy az Ugyfeleknek tobbnek tlinhet.

Szamitasi maodja: V.=V, (1+t p j, ahol Vy a kezdétbke, t a futamid6 a kamatperiédusok szamaban
100
kifejezve, p a kamatlab és V; a t6ke a futamidé végén. Nomindlis kamatozds esetén a kamatperidodusok

végén kapott 6sszegek szamtani sorozatot alkotnak.

Az effektiv hozam (kamatos kamat) szamitdasanal a kamatperiédus végén a kamatot nem fizetik ki,
hanem hozzaadjak a t6kéhez, és ez a kovetkezd idGszakban tobbletkamatot eredményez, igy a kapott
kamat is kamatozik. A kamatjévairas a gyakorlatban legtobbszor tobbévente, évente, vagy havonta
torténik.

A gyakorlatban a bankok a betéti kamatot a kamatoskamat-szdmitds szerint szamoljak.

Hitelfelvétel esetén a THM-et (teljes hiteldij mutatod) is jellemz6en a kamatos kamat mddszerével
szamoljak ki.

t
Szamitasi modja: V, =V0(1+ﬁj , ekkor a kamatperiédusok végén kapott 6sszegek olyan, O-dik
taggal kezd6d6 mértani sorozatot alkotnak, amelyben g =1+ﬁ.

(Megjegyzés: A kamaton kiviil az EBKM és a THM is tartalmaz (pozitiv, illetve negativ elGjellel) tovabbi
OsszetevGket: kezelési koltség, hitelbiralati dij, kamatadd stb. Tovabba az inflacié is csokkenti pénziink
értékét, ezért befektetés esetén célszer(ibb az un. redlkamattal szamolnunk — ez akar negativ is lehet.)

Jaradékszamitas

Az egyenl6 id6kozokben fizetett 6sszegek sorozatat jaradéknak nevezziik. Az egyszer(iség érdekében
feltételezzik, hogy:

- abefizetési id6k6zok megegyeznek a kamatperiddussal,
- minden alkalommal ugyanakkora dsszeget fizetlink be.

Ha a kamatperiddus egy év, akkor az egy-egy alkalommal befizetett 6sszeget annuitdsnak nevezziik.
Kétféle jaradékfizetést vizsgalunk:

- gyd(jt6jaradék: ekkor a bankba befizetett 6sszegekkel pénzgydijtés a cél,
- torlesztGjaradék: ekkor a fenndlld tartozast akarjuk kiegyenliteni (hiteltorlesztés).

Gylijtéjaradék:
n éven at minden év elején befizetlink a 6sszeget, az éves kamatlab legyen p. Az utolsé befizetés utan

egy évvel felvehet6 pénzosszeget jeloljik S,-nel, g := 1+% . Ekkor
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Periodusid6 | Téke a periddusidé elején T6ke a periddusidé végén
1. a Si1=aq
2. Si+a S;=(ag +a)g=aqg’+aq
3. S;+a Ss=(ag*+aq +a)g =aq® +aq’? + aqg
n. Snita Sn=(ag™ +aq"? +..+aq +a)g = aq" + aq"™* +..+ ag® + aq

Vegylk észre, hogy az utolsd 6sszeg egy olyan mértani sorozat elsé n tagjanak 6sszege, ahol a;: = aqg, a

hanyados pedig g, emiatt S =agq

- (1+p) -1

q-> =a| 1+ P 100 .

g-1 100 P
100

Torlesztéjaradék:
t hitelt vettiink fol n év futamidGvel, az éves kamatlab legyen p. A torlesztés minden év végén esedékes,

N p
Osszege legyen A, g:=1+—— . Ekkor:
ge legy q 100

Periodusid6 | Hitel a periédusidé elején Hitel a periddusid6 végén (a torlesztés utan)
1. t t;=tg-A
2. t; t=(tg-A)g-A=tg>—Ag-A
3. t ts=(tg?-Aq-A)g-A=tqg’-Ag’-Ag-A
n. tos th=(tg"1-AQ"-..-Aq-A)g-A=tq"-Aq™-..- AG? - Ag - A

Az n-szeri torlesztés utdn kamatostdl visszafizettiik a felvett hitelt, tehat t, = 0. igy
t,=tq" —Aq" ' —Ag" 2 —...—Ag—A=0, ahonnan
tg"=Aq" " +Aq" T +...+Ag+A.

Vegylk észre, hogy a jobb oldalon allé 6sszeg egy olyan mértani sorozat els6 n tagjanak dsszege, ahol
a; = A, a hanyados pedig g. igy

tq" v -1 , amelybdl
1

p

PR e =t(1+Lj 100_
q" -1 100 ( p ) B

1+—
100

Exponencialis folyamatok a tarsadalomban és a természetben

Napjaink egyik legnagyobb tarsadalmi problémdja a Fold népességének varhatd exponencialis
gyarapodasa. Az emberiség hosszu torténelme soran 1800 kordil érte csak el az egymilliard f6t, ennek
a megduplazdddasara viszont mar csak 130 évre volt sziikség — 1930-ra a népesség kétmillidrd, 1959-re
mar 3 millidrd f6 volt, majd a rohamos névekedés eredményeképp 2011-re a 7 milliard f6t is elérte;
ma korulbelil 7,5 millidrd ember él a Foldon. Az ENSZ becslései alapjan a 8 milliard f6t 2024 tavaszan,
a 10 milliard f6t pedig 2056-ban éri majd el az emberiség. Kiilonosen erés ez a folyamat Afrikaban, ahol
ma kb. 1,2 millidrd f6 él, mig 2056-ban mar varhatdéan 2,7 milliard. Azsidban (kiilonds tekintettel Kinara)
kicsit mérsékl6dott a ndvekedési Gitem, de még itt is jelentds novekedés varhatd: a mai 4,5 millidrdrol

55



varhatdan 5,3 millidrdra gyarapszik. Ezt nem képes ellensulyozni Eurépa negativ névekedési Giteme,
lakossagcsokkenése.

Hasonld exponencidlis folyamat jellemzi a hirek terjedését (példaul a Facebookon), egy jarvany
lefolydsat, az MLM tipusu Uzleteket vagy egy orszag GDP-jének és az ott varhatd élettartamnak a
kapcsolatat.

A bioldgiaban ilyen a példdul a baktériumok szaporoddsa vagy a novények névekedése, a kémidban az
oldéddsok id6beli lezajlasa, a fizikdban a radioaktiv anyagok bomldsa, az atombombaban a neutronok
szamdanak névekedése stb.

Természetesen ezek a tdrsadalmi és természeti folyamatok nem tisztan exponencialisak, hiszen a
peremfeltételek korlatozzak, fékezik a valtozasokat.

(Megjegyzés: Ez a tétel azért lett ilyen hosszu, mert a jaradékok levezetésével egyltt hdrom tételt
bizonyitottunk. A két jaradékképletet végiil is meg lehet jegyezni...)
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11. tétel: A differencialhanyados fogalma, derivalasi szabalyok. A differencialszamitas
alkalmazasai (érint6, fuggvényvizsgalat, szélséérték-feladatok).

A differencialszamitas (derivalas)

A 17. szdzadban, egymastdl fuggetlenil Isaac Newton és Gottfried Wilhelm Leibniz dolgozta ki a
differencidlszamitas (és ezzel parhuzamosan az integrdlszamitds) alapjait, els6sorban a fizika altal
felvetett problémak (valtozé mozgdsok leirdsa stb.) megoldasara. A ma hasznalatos jel6léseket
Leibniznek koszonhetjik, mig a megkdzelités maddjat inkdabb Newtonnak. A ,végtelenl kicsiny”
mennyiségekkel vald szamolas alapjait két gorog matematikus, Eudoxosz (a , kimerités” maddszere) és
Archimédesz (kétoldali kézelités) vetette meg, és alkalmazta sikerrel. A Newton és Leibniz 4ltal
kidolgozott eljaras tébb szempontbdl is hidnyos volt (hatdrérték-szamitds, folytonossdg stb.), csak a
19. szazadban dolgoztdk ki pontosan, itt els6sorban Augustin Cauchy és Georg Friedrich Bernhard
Riemann nevét és munkassagat kell megemliteni.

A Newton és Leibniz szamara legfontosabb kérdések a kovetkez6k voltak:

1. Mit értsiink egy gorbe adott pontjan atmeng érint6jén?
2. Hogyan szamolhaté ki egy sikidom terilete?
3. Hogyan oldjunk meg szélsGérték-problémakat?

Az érint6éprobléma megolddsa l|ényegében egy fliggvény adott helyen vett hatdrértékének
meghatdrozasara vezethetd vissza.

D: Legyen az f flggvény az xo pont valamely kérnyezetében értelmezve. Ha az SO = fx) g,
X—X,

kiilénbségi (differencia-) hdnyados fliggvénynek létezik hatarértéke az xo helyen, akkor az f fliggvényt

az xo pontban differencidlhatdonak nevezzik. A |im S~ f(%) hatarértéket az f figgvény xo pontbeli
X—>Xg X _XO

differencidlhdnyadosénak (derivdltjanak) nevezziik. Jel6lése f'(x,)=lim M
X—>Xg X— X0

A differencidlhatdsag egyik legfontosabb kévetkezménye:
T: Ha az f fuggvény differencidlhatd xo-ban, akkor f folytonos is xo-ban.

A differencidlhanyados segitségével tudjuk értelmezni az érint6 fogalmat:

D: Legyen az f fluggvény differencialhatd az xo pontban. A fliggvény grafikonjanak az (Xo}f(xo))
ponthoz tartozo érint6jén az y:f'(xo)(x—x0)+f(x0) egyenletli egyenest értjik.
A pontbeli derivalt segitségével tudjuk értelmezni egy fliggvény derivdltfiiggvényét:

D: Az f fluggvény derivdltfiiggvényének (differencidlhdnyados-fiiggvényének) nevezzik azt az f
fliggvényt, amely értelmezve van azokon az x, helyeken, ahol f differencialhatd, és ott az értéke f'(xo).

Tovabba:

D: Az f fuggvény mdsodik derivdltfiiggvényének nevezzik az f° flggvény derivaltfliggvényét,
amennyiben létezik, jele f”.
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Példaul a gyorsulast az ut-id6 fliggvény masodik derivaltjaként tudjuk meghatarozni.

Ezt az eljarast folytatva tovabbi derivaltfiggvényeket tudunk definidlni.

Derivalasi szabalyok

Csak néhany a legfontosabb szabalyokbdl (a képlettdrban is megtalalhatdk):

(c-f)'=c-f',ahol ceR; (f+9)'=f'+g'
(f-g)=f-9+f-g5 GjE%,hagio;

(f(9))'=f"a)-g"

Néhany elemi fliggvény derivaltfiggvénye:

(c)'=0(ceR); (x")'=n-x"";
() =e; (inx)'=2;
X
(sinx)'=cosx; (cosx)'=—=sinx;
(tgx)'=———; (ctgx)'=—
cos” X sin® x

A fentiek kozil az egyiket valasztottam a témahoz tartozé bizonyitasnak:
Tétel: Az f(X)=x", Df =R, neZ’ fuggvény derivéltfuggvénye f'(x)=n-x"".

Bizonyitas: A bizonyitasban felhaszndlom az " —b" =(a—b)(@"* +a"*b+...+a" b +...+ab" > +b")
azonossagot.

Az x" fliggvény x, pontbeli differencialhanyadosara:

F100) = lim F00—flx,) _ im X"—Xg _ fim (X=X ) X"+ X" Xy et XX XXX )
7 on x—x, xg X=X, % X=X,

=lim (X" X" Xy e XX XX Xy ) =nx)
X—Xg
Mivel ez barmely x, e D, esetén teljesiil, ezért f'(x)=n-x"*.//

A differencialszamitas alkalmazasai

A matematikan (és a fizikdn) belll a legfontosabb alkalmazasi teriletek kozil az érinté egyenletének
meghatarozasaval mar foglalkoztam.

A teljes fliggvényvizsgdlat soran a kovetkez6 nagyon fontos tételeket haszndljuk a fliggvények
tulajdonsagainak meghatarozasahoz:

T: Ha az ffuggvény differencialhaté az ]a; b[ nyilt intervallumon, tovdbba az a < xo < b pontban f(xo) = O,
és f’ xo-ban elGjelet valt, akkor f-nek xo-ban helyi szélséértéke van: helyi maximuma, ha f elGjele
pozitivrél negativra valtozik, helyi minimuma, ha az el6jel negativrdl pozitivra valtozik.
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T: Ha az f fliggvény kétszer differencidlhaté az ]a; b[ nyilt intervallumon, tovabba az a < xo < b pontban
f(x0) =0 és f”’(xo) < 0, akkor f-nek xo-ban helyi maximuma van, ha f”(xo) > 0, akkor f-nek xo-ban helyi
minimuma van.

T: Legyen az f flggvény kétszer differencidlhatd az ]a; b[ nyilt intervallumon. Az f pontosan akkor

konvex (konkav) az Ja; b[-n, ha f"(x,)>0 (f"(x,)<0) barmely X, G]G}b[ esetén.
T: Ha az xo pontban f"(x,) eléjelet valt, akkor ott f-nek inflexiés pontja van.

A szélséérték-feladatok a kedvenceim kozé tartoznak, lévén hogy jol meghatdrozott megoldasi madjuk
van:

(1) észrevehet6k onnan, hogy valaminek a legkisebb vagy legnagyobb értékét keressiik;

(2) egy valtozét valasztva felirjuk a keresett mennyiséget a valtozo fliggvényében;

(3) megkeressik e fliggvény szélsGértékét (a feladattol fliggben teljes négyzetté bontdassal vagy
differencialassal).

A matematikan kivili alkalmazasok (fizika, kémia, bioldgia, pénzligyi szamitdsok, kdzgazdasagtan,
tarsadalmi folyamatok leirdsa stb.) k6z0s jellemzGje, hogy altaldban valamilyen folyamat vdltozdsi
gyorsasdgdnak meghatarozdsara hasznaljuk.

Csak néhany konkrét példa ezek koziil: a pillanatnyi sebesség és gyorsulds kiszamitasa; a kémiai
reakciok h6mérsékletfliggése; egy populacié dinamikus egyensulydnak meghatdrozasa; koltség-haszon
elemzések, optimalizalasi problémak megoldasa; tarsadalmi folyamatok vizsgalata, idGbeli el6rejelzése
stb.
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12. tétel: Derékszogl haromszdgekre vonatkozo tételek. A hegyesszogek

szogfuggvényei. Osszefliggések a hegyesszogek szogfiggvényei kozott. A

szogflggvények altalanositasa.

Ez a tétel az egyik legkegyetlenebb a 24-bdl, de csak a mérete miatt — és ezzel a vizsgaztatok is tisztaban
vannak. Ne is torekedjink arra, hogy minden idetartozé definiciot és tételt elmondjunk, ellenben
Ggyeljink arra, hogy a tétel mind a négy f6 részét érintsik feleletlinkben.

D: A derékszogli haromszogben a derékszog szdrait befogdnak, a vele szemkozti oldalt dtfogdnak

nevezzik.

A derékszogl haromszogekre vonatkozd legfontosabb tételek:

1.

Pitagorasz tétele: A derékszogli haromszog befogdinak négyzettsszege egyenlé az atfogd
négyzetével.

Pitagorasz tételének megforditdsa: Ha egy haromszog két oldalanak négyzetdsszege egyenld
a harmadik oldal négyzetével, akkor a haromszog derékszogd.

Thalész tétele: Ha egy kor egyik atmérdjének két végpontjat Osszekotjik a korvonal
atmérévégpontoktdl kilonbozé barmely mas pontjaval, akkor derékszégli haromszoget
kapunk.

Thalész tételének megforditasa: Az azonos atfogdju derékszogl haromszogek derékszogl
csuUcsai az atfogd mint atmérd folé szerkesztett korre illeszkednek (Thalész-kor).
Magassagtétel: A derékszogl haromszog atfogdhoz tartozé magassaga két olyan részre vagja
az atfogdt, amelyeknek mértani kdzepe.

Befogotétel: A derékszogli haromszog befogdja mértani kdzép az atfogd és a befogd atfogdra
es6é merdleges vetiilete kdzott.

Ezek kozil itt a kedvencemet, Thalész tételének megforditasat fogom bizonyitani.

Bizonyitas: Indirekt Gton bizonyitunk. Tegylik fol, hogy a derékszogl csucs nem illeszkedik az atfogd

Thalész-korére. Ekkor két eset lehet: vagy annak belsejében, vagy azon kiviil helyezkedik el.

Ha a derékszogli csucs a Thalész-kor belsejében
van, akkor hosszabbitsuk meg a haromszog AC
befogdjadt a  Thalész-korrel  vald P
metszéspontjdig. Az dbra jellései szerint ekkor
Thalész tétele miatt BPA< =90°, ugyanakkor
a PCB«X is derékszog (BCA<« kiils6 szoge
Iévén), de ez ellentmondasra vezet, ugyanis igy
a BPCA bels6 szogeinek 0sszege nagyobb
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Ha a derékszogl csucs a Thalész-koron kivil
van, akkor legyen a haromszég AC befogdjanak
a Thalész-korrel valé metszéspontja P. Az dbra
jelolései szerint ekkor Thalész tétele miatt
BPA< =90°, ugyanakkor a CPB< is derékszog

Thalész-kir

(BPAXL  kiils6 szoge lévén), de ez
ellentmondasra vezet, ugyanis igy a BPCA
belsé szogeinek 6sszege nagyobb lenne 180°-

nal. //

A hegyesszogek szogfiliggvényei

Emiatt a két haromszog hasonld, a hasonldsag
aranya kzizﬁzi.

a' b' c
Ebbél kovetkezik, hogy
a a' a a b b’ .
—==; == Z=2_,azazazegyenl§
4 b b' ¢ ¢ ¢ c'
\ hegyessz6gl derékszog(i haromszogek
Jo ; N oldalainak hanyadosa éllando, és ez az allando
a derékszogli haromszog hegyesszogére
jellemzG. Ezen hanyadosokkal tudjuk definialni

a hegyesszogek szogfliggvényeit:

Legyen az ABC és az A’B’C’ derékszogi
haromszogekben egy-egy hegyesszog (a)

egyenlé.
. széggel szemkozti befogo szég melletti befogo
sina = cosa =
dtfogo dtfogo
széggel szemkozti befogo sz6g melletti befogd
tgo = ctga =
sz6g melletti befogd széggel szemkoézti befogo

(A szinusz reciprokat a szog szekdnsanak, a koszinuszét a sz6g koszekdnsanak nevezziik, de ezeket nem
hasznaljuk kézépiskolaban.)

Nyilvanvaldéan igazak a kovetkezd egyenlGségek (6sszefiiggések a hegyesszdgek szégfiiggvényei
kézott):

sin(90°—a)=cosa cos(90°—a)=sina
tg(90° —a):ctga ctg(90° —a):tga
1
tga = ctga =——
ctga tga
sina cosa
tga = ctga =
cosa sina

A Pitagorasz-tétel segitségével levezethet6 a kdvetkezd tétel:

T: Barmely a hegyesszogre sin’ « + cos’ o =1. (Ez az Un. trigonometrikus Pitagorasz-tétel.)
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Az egyenl6 szaru derékszogl haromszoghdl és egy ,fél” szabalyos haromszoghdl levezetheték az an.
nevezetes szogek (30°, 45° és 60°) szogfliggvényeinek, illetve a szogfelez6tétel felhasznaldsaval ezek
félszogei szogfliggvényeinek pontos értékei.

A szogfiiggvények altalanositasa

A szdg fogalmanak eredeti meghatarozasa szerint a szogek nagysaga 0° és 360° kdzé esik, célszerlinek
tlint ezek szogfliggvényeinek értelmezése is, majd — elsGsorban fizikai feladatok megoldasara —
értelmeztik a forgdsszéget, illetve ezek szogfliggvényeit, természetesen a permanencia elvének
figyelembe vételével.

D: Az i egységvektor a szogl elforgatottjanak
els6 koordinatajat a sz0g koszinuszanak, s
masodik koordinatdjat a szog szinuszanak ;

sin o

nevezziik. s
/’ o
A definiciébdl kovetkezik, hogy barmely a / g.;\
szogre —1<sina,cosa <1, tovabba ekkor is ﬂ‘ R e i T T T

igaz a trigonometrikus Pitagorasz-tétel. -2 /
A szoget mérhetjik fokban és radianban is. \ /

A tangens és kotangens szogfliggvényt a N 5 /
szinusz  és koszinusz  szogflggvények it N
segitségével értelmezzik.

D: Barmely & 290" +k-180", k€ Z esetén tga = sinx
cosa

D: Barmely @ #0° +k-180°, k€ Z esetén ctga = cc.)sa .
sina

Alkalmazasok:

Taldn a derékszogl haromszogekre és a hegyesszogek szogfliggvényeire vonatkozd Osszefliggéseket
alkalmazzuk leggyakrabban a hétkoznapi életben: kilonb6z6 testek felszinének és térfogatdnak
meghatarozasa (pl. csalddi hazak vakoldsdhoz és festéséhez); tavolsagok és magassagok
meghatdrozasa teodolit segitségével. A mliszaki mechanikdban hajtdszijak hosszanak meghatarozasa,
gépelemek illesztése, a ,,vinkli” meghatdrozdsa vagasokhoz stb. tartozik ezek kdzé. De kiilonb6z6 fizikai
problémak megoldasaban is haszndljuk: a ferde hajitds hosszanak és magassaganak kiszamitasahoz
(ideértve a katonai alkalmazasokat is), a munkavégzés kiszamitasahoz, a lejt6re tett testek mozgdsanak
leirdsahoz.

62



13. tétel: Haromszogek nevezetes vonalai, pontjai és korei.

Az ABC A-ben a szokdsos jelolésekkel a legfontosabb pontok, egyenesek és korok:

- a A csucspontjai: A; B és C;

- a A csucsaival szemkdzti oldalak: a; b és c;

- a A belsd és kiilsé szogei: a; B és y; illetve a”; B’ és y’;

- a A oldalfelez8 pontjai: Fs; Fs és Fe;

- a A oldalfelez8 merélegesei: fa; f» és fc;

- a A oldalfelezd mer8legeseinek metszéspontja: Ok;

- a A belsé és kiilsé szdgfelezéi: fa; fo és f,; illetve fu; f5 és fy;
- a A belsé és kiilsé szogfelez6inek metszéspontjai: Ope; Oka; Okb €5 Oke;
- a A magassagvonalai (illetve magassagai): ma; my és m;

- a A magassagtalppontjai: Ts; Tp és T;

- a A magassagpontja: M;

- a A koézépvonalai: kq; kp és k;

- a A sulyvonalai: sg; sp és s¢;

- a A sulypontja: S.

Az ezekhez kapcsolddo legfontosabb definicidk, tételek:

D: A A koré irt (kérilirt vagy kérilirhatd) kore az a kor, amely a A &sszes cstcsan atmegy.

T: A A oldalfelez8 merélegesei egy pontban metszik egymast. Ez a pont a A koré irhatd kdrének
kdzéppontja.

A hegyesszogli A koré irt korének kézéppontja a A belsejében, a tompaszoglié a A -6n kiviil van,
mig a derékszogli A koré irt kére a A Thalész-kore, az atfogd két végpontjaval egyiitt.
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D: A A beirt kdre vagy a A -be irt kdr olyan kér, amely a A minden oldalat érinti.

D: A A hozzéirt kére a A egyik oldalat és a masik két oldalanak a meghosszabbitdsat érinté kor.

T: A A belsé szogfelez8i egy pontban metszik egymast. Eza ponta A beirhaté kdrének kézéppontja.

T: A A egy bels6 szogének és a masik két szoge kiils6 szogének szdgfelez8je egy pontban metszi
egymast. Ez a ponta A -hdz kiviilrél hozzairhaté kér kézéppontja (harom ilyen pont van).

D: A A magassagvonalan a haromszog egyik
csucsabél a szemkozti oldal egyenesére
bocsatott meréleges egyenest értjik. A A
adott oldalanak és az azzal szemkdzti csticsanak
a tavolsdga a A adott oldaldhoz tartozd
magassaga. A magassagvonal és az oldal
egyenesének metszéspontjat a magassag
talppontjanak nevezziik.

T: A A magassagvonalai egy pontban metszik

egymast. Eza ponta A magassagpontja.

A hegyesszogli A magassagpontja a A belsejében, a tompaszogié a A -6n kiviil van, mig a
derékszogli A magassagpontja a derékszogi csucs.
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D: A A két oldaldnak felez8pontjat sszekdtd
szakaszt a haromszog kozépvonaldanak
nevezzik.

T: A A kézépvonala parhuzamos a harmadik
oldallal, és fele olyan hosszu.

A 9 B

D: A A cstcspontjait a szemkozti oldal felez6pontjaival 6sszekdt6 szakaszokat (illetve egyeneseket) a
A sulyvonalainak nevezziik.

T: A A sulyvonalai egy pontban metszik egymadst, ez a pont a hdromszég sulypontja. A stlypont a
sulyvonalakat Ggy harmadolja, hogy az oldalakhoz van kozelebb.

Bizonyitds: E tétel bizonyitasat tobbféleképpen tanultuk kodzépiskoldban: hasonldsagi, vektoros,
koordinatageometriai médszerekkel is belattuk. En most egy egybevagdsagi bizonyitast adok.

5 HAJ! Legyen S az ABC A s, és s, stlyvonalanak
metszéspontja, F; az AS, F, a BS szakasz
felez6pontja.

Az FyF, szakasz az ABC A haromszdég c
oldaldhoz  tartozé kozépvonala, ezért
parhuzamos vele és fele akkora. Az ABS A
haromszogben ugyanilyen oknal fogva FiF: is
parhuzamos c-vel és fele akkora.

Lévén az FiF:F,Fp négyszog két szemkozti oldala
parhuzamos és egyenl6 hosszi, ezért az
A : 8 paralelogramma.

Mivel a paralelogramma atléi felezik egymast, ezért AF; = F1S = SF,, illetve BF; = F,S = SF,. Tehat S
mindkét sulyvonalat a tételben szereplé médon harmadolja.

A A s, és s stlyvonaldnak S’ metszéspontjara alkalmazva az el6bbi eljarast, ugyanezt kapjuk, emiatt
S$’ =S, tehdat a harom sulyvonal egy pontban metszi egymast, és ez mindharmat a tételben szerepl6
maodon harmadolja. //

Néhany tovabbi nevezetes tétel ehhez kapcsoléddan

T: Barmely A -ben az oldalak felezpontjai, a magassagok talppontjai és a magassagpontot a
csucsokkal 6sszekot6 szakaszok felezGpontjai egy korre illeszkednek (kilenc pont kére vagy Feuerbach-
kor).
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A Feuerbachkor

A Feuerbach-kér néhdny érdekes tulajdonsdga:

T: Barmely A -ben a magassagpont, a koriilirt
kor kbzéppontja, a stlypont és a Feuerbach-kor
kozéppontja egy egyenesre illeszkedik (Euler-
egyenes). A Feuerbach-kor kézéppontja felezi,
a sulypont pedig 1 : 2 aranyban osztja a kordlirt
kor kozéppontjdt és a magassagpontot
0sszekotd szakaszt.

Alkalmazasok:

(1) A Feuerbach-kor sugara feleakkora,
mint a haromszog korilirt korének a
sugara.

(2) A haromszog koralirt korének barmely
pontjat a magassagponttal 6sszekoté
szakasz felez6pontja rajta van a
Feuerbach-koron.

(3) A Feuerbach-kor kézéppontja rajta van
a haromszog Euler-egyenesén, és felezi
a hdromszég magassagpontja és a
korilirt kor kozéppontja kozotti
szakaszt.

(4) A Feuerbach-kor kivilrél érinti a
haromszog hozzairt koreit és belllrdl
érinti a beirt korét (Feuerbach-tétel).

c

Euler-egyenes

D: A A izogondlis pontja (Fermat-Torricelli-
pontja) az a pont, amelyet a A csucsaival
Osszekotve az Osszekot6 szakaszok egylttes
hossza minimalis.

T: Ha egy A -ben a legnagyobb szég kisebb
mint 120°, akkor a A izogonalis pontja az a

pont, amelybél a A minden oldala 120° -os
szogben latszik, ellenkezé esetben az izogonalis
pont a legnagyobb szog csucsa.

A A -ek nevezetes pontjait, egyeneseit és koreit legtébbszér geometriai bizonyitdsokban és

szerkesztésekben hasznaljuk fol.
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Példaul magat a magassagvonalak metszéspontjara vonatkozd tételt is a hdromszogek oldalfelezé
egyeneseire vonatkozd tétel felhasznaldsdval latjuk be, koordinatageometriai feladatok sordn is
szamtalanszor hasznaljuk. Bizonyos szélséérték-feladatok megolddsa soran is hivatkozunk rajuk.

Epiletek, gépek tervezése soran is sokszor hivjuk segitségiil ezeket.
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14. tétel: Osszefliggések az ltaldnos haromszogek oldalai kozott, szdgei kozott, oldalai
és szogei kozott.

A haromszog oldalai kozti 6sszefiiggések
A haromszog oldalai kozti legalapvetSbb 6sszefliggést a hdromszég-egyenlStienségek jelentik.

T: Barmely hdromszogben két oldal 6sszege nagyobb, mint a harmadik oldal, illetve barmely két oldal
kiilonbsége kisebb, mint a harmadik oldal.

a-b|<c;

A szokds jelélésekkel: a+b>c; b+c>a; c+a>b; b—c|<a és |c—a|<b,
A haromszog szogei kozti 6sszefiiggések

D: A haromszog belsé szogeinek mellékszogeit kiils6 szognek nevezziik.

T: A hdromszog barmely kiils6 szoge a nem mellette fekvé belsd szogek 6sszege.

T: A hdromszog belsd szogeinek dsszege 180°.

T: A hdromszog kiils6 szogeinek 6sszege 360°.

Ez utdbbi harom tétel bizonyitasa a nevezetes szogparokra épiil, és a leggyakrabban hasznalt tételek
kozé tartozik (ha nem is mindig hivatkozunk rajuk).

Osszefiiggések a haromszog oldalai és szogei kozott
E tételek két csoportba sorolhaték: kvalitativ és kvantitativ 6sszefliggéseket fogalmaznak meg.
Kvalitativ megdllapitdsok:

T: Barmely haromszogben egyenl6 oldalakkal szemben egyenlé szégek vannak, és forditva, egyenlé
szogekkel szemben egyenl6 oldalak vannak.

T: Barmely haromszégben a nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van, és forditva, nagyobb szoggel
szemben nagyobb oldal van.

E négy tételt szintén gyakran hasznaljuk, kiilénésen trigonometrikus feladatok megolddsa soran. Fenti
megfogalmazasuk révid, de matematikailag helyes. Amennyiben ha A, akkor B alakban szeretnénk
kimondani ezeket, akkor példaul az elsé igy szélna:

T: Ha egy hdromszégben két oldal egyenld hosszu, akkor a veliik szemkézti szégek egyenl nagysdguak,
és forditva, ha egy hdromszégben két szég egyenlé nagy, akkor a veliik szemkézti oldalak egyenlé
hosszuak.

E tételek csak a bennik szerepl6 mennyiségek nagysagrendi (minGségi) Osszefliggéseirél adnak
felvildgositast, a szamszer(i viszonyokrél, a mennyiségi Osszefliggésekrél nem. Ezeket a kdvetkezd
tételek mondjak ki.
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Kvantitativ megdllapitdsok:

A trigonometrikus feladatokban leggyakrabban hasznalt két tétel tartozik ide: a szinusztétel és a
koszinusztétel.

Tétel: Barmely hdromszogben az oldalak Ugy aranylanak egymashoz, mint a vellik szemkozti szogek
szinuszai (szinusztétel). A szokasos jeldlésekkel:

a b c

a:b:c=sina:sinf:siny vagy = = .
sing  sinf  siny

Bizonyitas: irjuk fol a haromszog teriiletét (két oldal szorozva a bezért szdg szinuszaval és osztva
kett6vel) haromféleképpen!

t:absmy:bcsma:casmﬂ /-L;to
2 2 2 abc

2t _siny sina_sinf

abc ¢ a b

Mivel a tételben (és bizonyitasban) szerepl6 Gsszes mennyiség pozitiv, ezért vehetjiik az egyenlet
reciprokat, s igy a tétel allitasat kapjuk. //

T: Barmely haromszodgben a szokdasos jelolésekkel a koszinusztétel:

- oldalra felirva: ¢? =a? + b> —2abcosy ;
a’+b>—c’

- szogre felirva: cosy =
2ab

Természetesen barmely mas oldalra és szogre analdg tételek igazak. (Derékszégli hdromszég esetén a
Pitagorasz-tételt kapjuk.)

Egy haromszog akkor adott, ha ismerjik harom, egymastol fliggetlen adatat (hosszak, sz6gek). Emiatt
a legtdbb, hdromszogre vonatkozd geometriai feladatban hdrom adat ismeretében kell kiszamitanunk
a hdromszog tovabbi adatait. Ha az adott és a keresett mennyiségek két hosszusag és két szog, akkor
a szinusztételt irjuk fel (célszerlien az ismeretlen mennyiséggel kezdve a bal oldali tort szamlaléjaban),
ha pedig harom hosszusag és egy szog, akkor a koszinusztételt a szoggel szemkozti oldalra.

Alkalmazasok

A matematikan belili alkalmazdsok mellett mind a mai napig rendkiviil fontos és gyakran hasznalt a
gyakorlati életben a szinusz- és koszinusztétel.

Elsédleges alkalmazdsuk a foldmérésben és a térképészetben torténik, annak ellenére, hogy ma mar
rendelkezésiinkre allnak Iégi fényképek és GPS-koordinatak. Ezt az magyarazza, hogy a polgari életben
jelenleg ilyen célra hasznalt miiholdvevék pontossdga sok esetben nem éri el a kell6 szintet, 5-10
méteres hibahatarral dolgoznak. Specialis geodéziai GPS-eszkdzokkel (két kiilonbozd helyen 1évé vevé
stb.) el lehet érni az 1-2 centiméteres pontossagot is, de ezek igen dragak és nem is hozzaférhetdk.

Kézmalagutak, megfelels lejtésii es6- és szennyvizelvezetd csatorndk tervezéshez és kivitelezéséhez
a mai napig teodolitot hasznalunk, és a mért adatokbdl hdromszégeléssel hatdrozzuk meg a keresett
értékeket.
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Ha elromlik — altaldban lemeril! — a GPS-link, az okostelefonunk, akkor még mindig ott van nekiink a
térkép és a tdjold, hogy azok segitségével hatdrozzuk meg a helyzetiink, illetve a kovetni kivant iranyt.

Megjegyzés

Ez a tétel a cime miatt tartalmilag igen kevés ismeretanyag elmonddsat teszi lehet6vé. Ezen ugy lehet
leginkabb segiteni, ha tobb tételt is bizonyitunk, vagy ha egy tételre tobb bizonyitast is adunk. Erre egy
példa:

Tétel: Barmely haromszogben az oldal és a vele szemkdzti sz6g szinuszanak hanyadosa allandd, a
haromszog koré irt korének az atmérdgje (a szinusztétel egy, a kordbban kimondottal ekvivalens alakja).

Bizonyitas: HAJ!

Az ABC A koéré irt kdrében a BCA<« = y kerlileti
szog, ezért a kerileti és kozépponti szogek
tétele miatt a hozzatartozé kdzépponti szog
BO A< =2y . Mivel az ABOx A egyenld széru,
ezért az AB oldalhoz tartozé magassag felezi az
AB oldalt és a BoA«-et is. gy az ATO«

¢
i . 2 ¢
derékszoégl A -ben siny =%£=—,
R 2R
amelyet rendezve .C =2R.
siny

A masik két szogre hasonléan bizonyitunk. //

E tétel fontos kovetkezménye, hogy a haromszog teriletét igy is szamolhatjuk:

p ©
t_absin}/_a JR _abc
2 2 4R

70



15. tétel: Egybevagdsagi transzformaciok, alakzatok egybevagodsaga. Szimmetria.
Hasonldsagi transzformacidk. Hasonld sikidomok kerilete, terllete, hasonld testek
felszine, térfogata. A hasonldsag alkalmazasa sikgeometriai tételek bizonyitasaban.

Egybevagosag

D: Azokat a figgvényeket, amelyek értelmezési tartomdnya és értékkészlete is ponthalmaz, geometriai
transzformacionak nevezziik. vpeD, esetén P f(P):=P'. P-t 6snek, P-et képnek nevezzuk.

Ezen figgvények jellemzését — a szdmhalmazon értelmezett szamértékd fliggvényektdl eltéréd modon —
a kovetkez6 szempontok szerint végezzik: kélcsénds egyértelmliség, szimmetria, fix- és invaridns
alakzatok, tavolsdg-, sz6g- és koriiljardsiirany-tartds. Ezek kozil egyet definialok:

D: Az f geometriai transzformacio szimmetrikus, ha VP eD, esetén f(f(P)):=P"=P .

A geometriai transzformaciok kozil kiemelkedéen fontosak a tavolsagtartd leképezések.
D: A tavolsagtartd geometriai transzformacidkat egybevdgdsdgi transzformdcionak nevezziik.
Ennek segitségével tudjuk meghatdrozni az egybevdgdsdg fogalmat:

D: Két sikidom (test) egybevagd, ha van olyan egybevagdsagi transzformacid, amely egyiket a masikba
Viszi.

A sikbeli egybevagdsagi transzformacidk ot alapesete: tengelyes tiikrézés, kézéppontos tiikrézés, pont
kériili forgatds, eltolds, identitds (azonos leképezés).

Az utolsé négy elGallithato két tengelyes tiikrozés szorzataként (egymds utdni végrehajtdsaként). Ez a
szorzdsi mivelet (altaldban) nem kommutativ!

A térbeli egybevagdsagi transzformdcidk néhany alapesete: k6zéppontos tiikrézés, tengelyes tiikrézés,
sikra valo tiikrézés, egyenes koriili elforgatds, eltolds, identitds.

Néhany tétel az egybevagdsagra:
T: Két kor (gomb) egybevagd, ha sugaruk egyenld.
T: Két sokszog egybevago, ha

- megfelel6 oldalaik és atléik paronként egyenlék; vagy
- megfelel6 oldalaik és szogeik paronként egyenldk.

A gyakorlatban ez utébbit nehézkessége miatt nem hasznaljuk, célszerlien haromszogekre bontjuk
Gket, és azok egybevagdsagat bizonyitjuk.

A hdromszégek egybevdgdésdgdnak alapesetei:
T: Két haromszog egybevago, ha

- megfelel6 oldalaik paronként egyenlék;

- két-két oldaluk és az azok dltal bezart szogek paronként egyenlék;

- két-két oldaluk és a hosszabbakkal szemkdzti szo6gek paronként egyenlék;
- egy oldaluk és az azon fekvé két sz0g paronként egyenlé.
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Szimmetria

D: Egy sikidom (test) szimmetrikus, ha van olyan — az identitastdl kilénb6z6 — egybevagdsagi
transzformacid, amelyre nézve invarians (6nmaga képe).

Példaul:

- tengelyesen szimmetrikus sikidom: kor, egyenld szard haromszog, négyzet, rombusz, deltoid,
téglalap, hurtrapéz, szabalyos sokszégek (n szimmetria tengellyel);

- kozéppontosan szimmetrikus sikidom: kér, paralelogramma, 2n oldalt szabalyos sokszogek;

- forgasszimmetrikus sikidom: kor, szabalyos sokszdgek.

(Eltolasszimmetrikus sikidom nem létezik!)

Hasonlosag

D: Kézéppontos hasonldsdgnak nevezziik a kbvetkezé geometriai transzformaciot: Adott egy O pont és
egy A #0 valds szdm (a hasonlésag aranya). A tér minden egyes P pontjahoz rendeljiink hozza egy P’
pontot a kbvetkez6képpen:

- haP=0,akkor P’ =P;
- ha P#0, akkor P’ az OP egyenes azon pontja, amelyre OP'=|1|'OP , és ha A >0, akkor P’ az
OP félegyenes pontja, ha A < 0, akkor P-t és P’-et O elvalasztja egymastdl.

D: Egy kozéppontos hasonlésag és egy egybevagdsdgi transzformdacid szorzatat (egymas utani
végrehaijtasat) hasonldsdgi transzformdcionak nevezziik.

D: Két sikidom (test) hasonld, ha van olyan hasonldsagi transzformacio, amely egyiket a masikba viszi
Az egybevdagdsagnal irt tételek analdgidi hasonldsag esetén:

T: Két kor (gémb) hasonlé.

T: Két sokszog hasonld, ha

- megfelel6 oldalaik és atléik aranya paronként egyenld; vagy
- megfelel6 oldalaik aranya egyenld, és megfelel szogeik paronként egyenlék.

A hdromszdgek hasonldsdgdnak alapesetei:
T: Két haromszog hasonlé, ha

- megfelel6 oldalaik aranya egyenld;

- két-két oldaluk aranya és az azok altal bezart szogek egyenlék;

- két-két oldaluk aranya és a hosszabbakkal szemkézti szogek egyenlék;
- két szoglk paronként egyenld.

Tovdbbi harom fontos tétel:
T: Hasonl6 sikidomok keriiletének ardnya a hasonldsag aranya.
T: Hasonl6 sikidomok teriiletének (testek felszinének) aranya a hasonlésag aranyanak négyzete.

T: Hasonl¢ testek térfogatanak aranya a hasonldsag aranyanak kobe.
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A hasonlésag alkalmazasai sikgeometriai tételek bizonyitasaban

A hasonlésagi bizonyitast igényl6 tételek legtobbje jol felismerhet6 onnan, hogy a tétel dllitasa
a-b=c-d alakd, ahol a; b; ¢ és d szakaszokat jel6lnek (a mértani kdzepes tételek is ide tartoznak, évén

a=+vb-c &a-a=b-c).

A bizonyitasok kbz0s vonasa, hogy megmutatjuk, a négy szakasz alkotta két haromszogben két-két szog
paronként egyenl6. Emiatt a két haromszog hasonld, és ezért a megfelel6 oldalak ardanya megegyezik.
Ezt dtrendezve kapjuk a tétel dllitdsat. Hogy melyik lesz a két hasonlé haromszég, azt az a-b=c-d

s (. . a d . - ; . . -
allitds atrendezésével kapjuk: —:E, ahol a és d az egyik haromszog oldalai, és ¢ és b a masik
c

haromszog megfelelS (egyenld sz6gekkel szemkozti) oldalai.

A legfontosabb (legtdbbszor hasznalt) hasonldsagi tételek a kdvetkezdk:

- ahdromszogben a kiils6 és belsé szogfelez6kre vonatkozé szdgfelezétételek;

- pont korre vonatkozd hatvdnya (harom eset a pont és a korvonal kélcsonds helyzetének
megfelelGen);

- ahdromszog sulyvonalaira vonatkozd tétel;

- ahdromszog Euler-egyenese;

- aharomszog Feuerbach-kore (kilenc pont kore);

- derékszogli haromszogben a magassag- és befogdtétel.

A kovetkez6kben egy altalam nagyon kedvelt tételt fogok bizonyitani (1976-ban, végzésemkor ez volt
kozos érettségi-felvételi irdsbeli vizsga 8., utolso feladata).

Tétel: Barmely haromszogben a magassagpont a magassdgokat két olyan szakaszra bontja, amelyek
szorzata fliggetlen a vdlasztott magassagtol.

Bizonyitas: A tétel dllitasa MA-MT, = MB-MT, = MC-MT,.
Harom esetet vizsgdlunk, derékszog(i, hegyesszogl és tompaszogli haromszogeket.

(1) Derékszogli haromszog esetén a magassagpont és a derékszogl csucs egybeesik, ezért a
tételben szerepl6 szorzatok minden magassagra nézve 0-t adnak eredményiil.
(2) Hegyesszogl haromszog esetén hasznaljuk az abra jel6léseit!

Az MAT, A ~CMT, A, mert két-két szogiik
paronként egyenl6:

- mindkettének van derékszoge;
- az egyives szogek csucsszogek.

A hasonlésag aranya

L MA _MT,
MC  MT,
utan MA-MT, = MC-MT,.

, amelybél rendezés

Masik két magassagra nézve hasonlé mddon kapjuk, hogy MA-MT, = MB-MT, , azaz
MA-MT, = MB-MT, = MC -MT, .
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(3) Tompaszogli hdromszog esetén ugyanigy bizonyitunk:

Ebben az esetben az egyives szogek azért
egyenlék, mert mindketten pdtszogei a BCM< -
nek a BCT, A -ben, illetve a cmMT, A-ben. //

(Megjegyzés: A tételben levs szorzatok értékét, a
pont korre vonatkozd hatvanyahoz hasonldan,
szokas elGjellel ellatni: hegyesszogl
haromszogben negativ, tompaszogliben pozitiv,
annak megfelel6en, amilyen a szakaszokbdl
képzett vektorok skalaris szorzata lenne.)

My

Alkalmazasok:

Az egybevdgdsagot és a hasonldsdgot a geometriai tételek bizonyitdsdn tul els6sorban a
szerkesztéseknél hasznaljuk. Rendkivil szépek a hasonldsagi szerkesztést igényl6 feladatok, példaul:
szerkessziink hdromszdget, ha adott a hdrom magassdga.

A hasonldésagot gyakran hasznaljuk a terilet-, felszin- és térfogatszamitasnal is, rendkivdl
leegyszerUsitheti a feladatok megoldasat.

A hétkdznapi gyakorlatban hasonldsagot alkalmazunk magas targyak (épiletek, fak stb.) magassaganak
meghatdrozasahoz. Tovabbi fontos felhasznalasi teriilete a térképészet, illetve a kiilonb6z6 dolgokrol
készilt tervrajzok készitése (éplletek terv- és alaprajza, kiuritési tervek, kiilonb6z6 gépek, gépelemek
mUszaki rajza stb.)

A csillagaszati tavolsagok meghatarozasaban is fontos szerepe van-volt, hasonldsag segitségével
hatdrozta meg i. e. 275-ben Eratoszthenész a Fold keriiletét.
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16. tétel: Konvex sokszdgek tulajdonsagai. Szabalyos sokszogek. Grafok.

D: Azokat a sikidomokat, amelyeket véges sok, egymashoz csatlakozo szakasz alkotta zart gorbe (zart
torottvonal) hatdrol, sokszognek (poligonnak) nevezziik. A szakaszokat oldalaknak, ezek taldlkozasi
pontjait cstucsoknak nevezziik.

D: Egyszer(i sokszognek nevezziik az olyan sokszogeket, amelyek oldalai nem keresztezik egymast. (A
kozépiskoldban csak ilyenekkel foglalkozunk.)

A sokszogeket sokféle szempont szerint osztalyozhatjuk, ezek koziil néhany:

(1) oldalszam: altaldban ez az els6dleges — n oldalt sokszog (n>3);

(2) konvexitds: konvex, ha minden bels6 szoge konvex, konkdv, ha van konkav szoge;

(3) szimmetria: vannak tengelyesen szimmetrikus, kozéppontosan szimmetrikus és
forgasszimmetrikus sokszogek.

(4) egyéb: érint6-, illetve hursokszégek (amennyiben van beirt, illetve korul irt korik).

A konvex sokszogek tulajdonsagai koziil a legfontosabbak:

T: Az n oldalui konvex sokszog belsd szbgeinek dsszege (n—2)-180° -

T: Az n oldalu konvex sokszog kiils6 szogeinek 6sszege 360°.

. i . (-3
T: Az n oldalu konvex sokszog atléinak szama %

A fenti tételek egyszerlen bizonyithatok a sokszogek haromszogekre darabolasaval, illetve
kombinatorikus médon (vagy teljes indukciéval).

Az altalanos sokszogek teriiletét haromszogekre bontassal szoktuk kiszamolni, a terilet additiv
tulajdonsaga alapjan.

Szabalyos sokszégek

D: Azokat a sokszogeket, amelyeknek minden oldala és minden szoge egyenld, szabalyos sokszognek
nevezzik.

A szabdlyos sokszégek forgasszimmetrikusak, ezért egymassal egybevagd, egyenldé szaru
haromszogekre bonthatdk.

Ennek alapjan:

T: Az n oldald, a oldalhosszisagul szabdlyos sokszog kerilete k=n-a.

) 180°
n-a -ctg——-

Tétel: Az n oldalu, a oldalhosszlsagu szabalyos sokszog teriilete t = n

4
Bizonyitas:

Az n oldalu szabalyos sokszog csucspontjait a koril irt kor kozéppontjaval 6sszekdtve n darab
egymdssal egybevago, egyenl szard haromszoget kapunk. HAJ!
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Mivel az egyenl$ szaru haromszog magassaga

OK
Zx felezi az alapot és a szérszoget is, ezért
360°/n
180° r a 180°
ctg——=—,ahonnan r=—.ctg——.
n a 2 n
2

Innen egy haromszog terilete:

am a-r ad
tA :—:—:—.Ctg__
2 2 4

Innen az n oldalu szabalyos sokszog teriilete:

. E 2 180"
¥, I \ n-a®-ctg——

A ! At t=——— 0
2 1/l

A terllet a fenti dbra segitségével kifejezhets a beirt (r) és a koril irt (R) kor sugardval is.

360°
180° n-R*-sin——
T:t=n-r’-tg = n
n 2

Grafok

A grafelmélet a matematika (ezen belll a
kombinatorika) egyik legfiatalabb és legjobban
fejl6d6 aga, annak ellenére, hogy az els6,
végsGsoron grafelméleti problémak mar tobb
ezer évesek (huszdrvandorlas-probléma stb.),
els6 matematika megjelenése Leonhard Euler
nevéhez kothet6, a konigsbergi hidak
problémadjanak vizsgalatdval. Fejlédéséhez
jelent6s meértékben jarultak hozzd magyar
matematikusok, az elsé grafelméleti koényv
szerzGje Kénig Dénes volt (1936).

D: A graf dolgok (csomdpontok, csticsok) és rajtuk értelmezett 6sszekottetések (élek) halmaza.

Egy grafot megadhatunk csucsainak és éleinek felsorolasaval, vagy szemléletesebben egy diagram
(rajz, graf) formajaban, ahol a pontok felelnek meg a graf csucsainak, az 6ket 6sszekots ivek pedig az
éleknek. A két megadasi méd ekvivalens, azaz a graf pusztan egy struktura, semmilyen megjelenitési
informdaciét nem tartalmaz, igy kiilonb6z6 diagramok is tartozhatnak ugyanahhoz a grafhoz.

D: Két grafot izomorfnak neveziink, ha pontjaik és éleik kolcsondsen egyértelmiien és
illeszkedéstartdan megfeleltethet6k egymasnak.

Alapértelmezésben a graf irdnyitatlan, azaz nem tesziink kilénbséget az ,,A-bdl B-be”, illetve a ,,B-bél
A-ba” mené élek kozott. Ezzel szemben az irdnyitott grafokban a két irdnynak irdnyitott élek felelnek
meg. (Az irdnyitott grafokra jo példa az a varostérkép {navigacios szoftverek}, ahol jeldlik az egyirdanyu
utcdkat.)
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Szintén alapértelmezésben, a graf csucsai cimkézettek, azaz meg lehet kiilénboztetni 6ket. Bizonyos
problémadk azonban kdnnyebben kezelhet6k, ha nem kiilonboztetjik meg a csicspontokat. Persze egy-
egy csucspont igy is megkilonboztethetd maradhat egyéb jellemzGik alapjan, mint példaul a vele
szomszédos cslcsok szama. Hasonldan, a graf élei alapértelmezésben cimkézettek, de el6fordulhat
hogy ezt nem koveteljik meg. Az olyan grafok, amikben sem a csUcspontok, sem az élek nem
cimkézettek, cimkézetlen grafok.

D: Az egy csucsot 6nmagaval 6sszekot6 élt hurokélnek nevezziik.
D: Ha két csucsot tobb él is 6sszekot, akkor azokat tobbszords éleknek nevezziik.

D: Egy csucspont fokszama a rd illeszked6 élvégek szama (hurokél esetén élenként kettd). Ha ez nulla
(azaz az adott csucsra nem illeszkedik él), akkor a csucs izolalt.

T: Barmely grafban a fokszamok Gsszege az élek szamanak kétszerese. (Fokszamtétel. Ezzel ekvivalens
megfogalmazds: barmely grafban a paratlan fokszamu pontok szama péros.)

D: Az Ut élek egymadshoz csatlakozd sorozata, amely egy csucsot legfeljebb egyszer tartalmaz.

D: A kor élek olyan egymashoz csatlakozo sorozata, amely zarddik (azaz az utolso és az els6 élnek van
koz06s végpontja), és nincs ismétléds csucs.

D: Egy grafot 6sszefligg6nek neveziink, ha barmely két kilénb6z6 csucsa kdzott halad at.

D: Azokat a gréfokat, amelyekben nincs hurokél, és nincsenek tobbszoros élek, egyszerl grafnak
nevezzik.

D: Az olyan egyszer(i grafot, amelyben barmely pontbdl barmely téle kiilonbdz6 pontba vezet él, teljes
grafnak nevezziik.

T PPN . ‘(n-1
T: Az n pontd teljes graf éleinek szama %

D: Ha egy graf 6sszefliggd, és nem tartalmaz kort, akkor azt fanak nevezziik.
A fagrafokra tobb tételt is kimondunk:

T: A fa barmely két pontjat egyetlen ut koti dssze.

T: Egy fanak barmely élét elhagyva mar nem 6sszefligg6 grafot kapunk.

T: Ha egy fanak barmely két olyan pontjat 6sszekotjiuk, amelyek eddig nem voltak 6sszekotve, akkor a
grafban mar lesz kor.

T: Minden tébbpontu fanak (n2>2) van elséfokd pontja.

T: Az n pontu fanak n — 1 éle van.

Néhany tovabbi fontos meghatarozas:

D: A Hamilton-kor egy, a graf minden cstcsan pontosan egyszer athaladd kor.
D: Az Euler-kor egy, a graf minden élén pontosan egyszer athaladé kor.

D: A G egyszerii graf H komplementere olyan graf, amelynek csticsai megegyeznek G csucsaival, és két
csucsa kozott pontosan akkor van él, ha G-ben nem volt.

77



Alkalmazasok

A gyakorlati életben haszndlt targyaink jelentds része vagy kor alapu, vagy szabalyos sokszog alapu
test, ezek felszinének, illetve térfogatdanak meghatdrozasa alapkdvetelmény.

Sok kombinatorikuskészség- és szemléletfejleszté jaték haszndl sokszogeket, ilyenek példaul a
Tangram vagy a polionimék. Ezek a Wallace—Bolyai—Gerwien-tételen alapszanak (az egyenlé teriletd
sokszogek atdarabolhatok egymasba).

Sokféle hétkoznapi feladat megoldasa (matematikai modellje) grafelméleti problémara vezet, néhany
ezek kozil:

- minimdlis kéltségii haldzat (viz, villany, Ut stb.) kiépitése (minimdlis feszité fa);
- térképek szinezése (6tszin-tétel, négyszin-tétel);

- azutazod ligyndk problémdja;

- kézdsségek szocioldgiai vizsgdlata stb.

A XXI. szazadra egy ehhez kapcsolédé Uj tudomanyag is kialakult: a hdlézatelmélet. Ebben szintén nagy
szerepe volt magyar tudésoknak (Barabasi Albert Laszl6, Albert Réka, Lovasz Laszld). Akit e kérdés
bévebben is érdekel, itt tovabbi részleteket talal.

Megjeqyzés: Az altalam bizonyitott tétel helyett barmely mdsik is vdlaszthaté, de a magam részérél
azokat a bizonyitdsokat még ennél is egyszeriibbnek vélem...
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17. tétel: A kor és részei. Keruleti szog, kozépponti szog, latdszog. Hurnégyszogek,
érinténégyszogek.

D: A kor azon pontok halmaza a sikban, amelyek egy adott ponttél (k6zéppont) adott tavolsagra (sugdr)
vannak.

A definiciébdl kitlnik, hogy

(1) a kér megnevezés a kérvonalat jelenti. Gyakran a sik kdrvonal hatarolta részét is kornek
nevezzik (példaul, amikor a kér teriiletérél beszéliink), azonban ennek pontos megnevezése
kérlemez vagy kérlap, amely lehet zdrt vagy nyitott, attdl fuggben, hogy a korvonal
hozzatartozik vagy sem;

(2) akor kdzéppontja nem tartozik a korhoz;

(3) asik azon pontjai, amelyek tavolsaga a kozépponttdl a sugarnal kisebb, a korvonal belsejében
vannak, azok pedig, melyek tdvolsdga a kozépponttdl a sugarnal nagyobb, a kdérvonalon kiviil.

A sikban egy kornek és egy egyenesnek 0, 1 vagy 2 kézos pontja lehet.

D: Azt egyenest, amelynek nincs k6z6s pontja a
korrel, elkeriil6 egyenesnek nevezzik.

D: Azt az egyenest, amelynek egy k6z0s pontja
van a korrel, érintének nevezziik, a kozos
pontot pedig érintési pontnak.

D: Azt az egyenest, amelynek két kéz0s pontja
van a korrel, a kor szelGjének nevezziik.

D: A korvonalat a kozos pontok két kérivre bontjak, jeldlésiik AB és BA, a pozitiv forgasirdnynak
megfelelGen.

D: A koriv végpontjaiba hizott sugarak sz6gét a korivhez tartozé kézépponti sz6gnek nevezziik.
D: A kor szelGjének a kdzos pontok kozti szakaszat a kor hdrjanak nevezziik.

D: A kor kozéppontjat tartalmazo hurokat a kor dtmérdjének nevezzilk (az atméré hossza a sugar
kétszerese).

D: A korlapot a szel6 két kérszeletre bontja.

D: A koriv és az iv végpontjaiba huzott sugarak meghatarozta sikidomot kércikknek nevezziik.

D: Az azonos kdzéppontu koroket koncentrikus (vagy egykézepli) koroknek nevezziik.

D: A két koncentrikus kor (korcikk) kdzrefogta sikidomot kérgydiriinek (kérgydirticikknek) nevezziik.

T: A kor barmely pontjaban pontosan egy érinté huzhatd a kérhoz, az érint6 és az érintési pontba
hazott sugar meréleges egymasra.

T: Barmely kérben a kdrvonal hosszanak (a kor keriilete) és a kor atmér6jének hanyadosa allandd. Az
allandét rr-vel jel6ljik, értéke négy jegy pontossaggal 3,142. k=2xr.
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zd*
=rr.
4

T: Barmely korben a kor teriiletének és a kor atmérdje négyzetének hanyadosa 7 t=

T: Egy korben a kozépponti szogek ardnya megegyezik a hozzajuk tartozé ivek hosszaval és a hozzajuk
tartozo korcikkek teriiletével.

o

rra

o

E harom tétel felhasznalasaval a kor adott ivének hossza i=ra =

, adott korcikkének terllete

. 2 2 o
t, e 7@ sholrakeér sugara, «, illetve «° azivhez (kdrcikkhez) tartozo kozépponti szog
<2 2 360°

nagysaga radianban, illetve fokban mérve.

Korszeletek keriiletét a koriv és a hur hosszanak 6sszegeként kapjuk, teriletiiket pedig a korcikk és az
OAB, un. kozépponti haromszog teriletére vezetjiik vissza.

Keriileti és kdzépponti szogek

D: Ha egy konvex szog csucsa illeszkedik egy korre, szérai pedig a kor egy-egy hurjara, akkor a szoget
keriileti sz6gnek nevezziik.

A korvonalnak a kerileti szog szarai kdzé esé részét a kertleti sz0ghoz tartozé ivnek nevezziik, ilyen
értelemben beszéllink adott ivhez tartozo vagy adott iven nyugvo keriileti szogrél, amelyet altalaban
B-val jel6liink.

D: A kor egy hurjanak és a hurvégpontban a korhoz hizott érintének a szogét érintd szdru keriileti
szognek nevezziik.

Tétel: Adott kérben adott ivhez tartozd kdzépponti szog mindig kétszerese az ivhez tartozod kerileti
szognek.

Bizonyitds: A bizonyitdsban négy esetet vizsgdlunk. Hasznaljuk az dbrak jeloléseit!
(1) A kor kézéppontja illeszkedik a keriileti sz6g egyik szdrdra:

Ebben az esetben a POB haromszog egyenlé
szaru, mert két oldala a kor sugara. Ezért
alapon fekvé, B-val jelolt szbgei egyenld
nagyok. Az ivhez tartozé a kdzépponti szog
ennek a haromszognek kiilsé szoge, amely a
nem mellette fekvé két belsé szog
Osszegével egyenld, tehat a = 2 B.

(2) A kor kézéppontja a kertileti sz6g belsejében van:

\ Ebben az esetben htzzuk be a PO egyenest!
. Ez az egyenes a keriileti és a kdzépponti
szoget is két-két olyan részre vagja,

amelyeknek Osszege, tovabba ezek az (1)-
J nek megfelel6 szogek. Emiatt
a=0,+0,=2p,+2p, :2(181 +ﬁz):2ﬁ-

(3) A kor kézéppontja a kertileti sz6g6n kiviil van:
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Ebben az esetben is huzzuk be a PO egyenest!

Ekkor két olyan uj kerileti és kdzépponti szog
jon létre, amelyeknek a tételben szerepld
szogek a kiilonbségei, tovabba ezek az (1)-nek
megfelel6 szogek.

Emiatt

a=a,—-a, :2ﬁ1_2ﬂ2:2(ﬁ1_ﬂ2):2ﬂ-

(4) Erint6 széru keriileti sz6g esetén harom esetet kiilénboztetiink meg: g<90°; f=90° és
£ >90".

Legyen el6szdr g<90°!

Huzzuk be az ABO egyenlé szaru
haromszog alaphoz tartozé magassagat,
amely felezi az ivhez tartozé o kézépponti
szoget!

Mivel az érint6 mer6leges az érintési
pontba huzott sugdrra, ezért az érintd
szaru kerlleti sz6g és az AOTX merdéleges
szdaru szogek, igy egyenldk.

Tehat o =24.

B =90° esetén az AB hur egyben atméré

is, igy teljesil a tétel allitasa.

B >90° esetén az AOB egyenl6 szarl hdromszdg alapon fekvd szégei g —90° nagysaguak, igy az
AOB« =180° —2(ﬂ—90°)=360° —2/3. Ebb6l mar kovetkezik, hogy az AB-hez tartozé kdzépponti

sz6g nagysaga 2/ (dbra a kdvetkezd oldalon).
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Tehdt a tétel dllitdsat az sszes lehetséges esetre beldttuk. [/
E tétel kbzvetlen kovetkezményei:
T: Adott korben az azonos iven nyugvé keriileti szogek egyenldk.

T: Azonos sugaru kérdkben az ugyanolyan hosszu iveken nyugvé kerlleti szogek egyenl6k.

Latdszog, latokoriv

A |3tdsz0g hétkdznapi értelmezése: a legkisebb olyan sz6g, amekkorara szeminket ki kell nyitnunk
ahhoz, hogy a nézett targyat éppen lassuk, hogy beleférjen latémezénkbe.

D: Egy sikidom |atészogén az adott pontbdl a sikidomhoz huzhaté érinték (egy k6zds pontu vagy
szakaszu egyenesek) sz6gét értjik.

D: Adott a sikban egy AB szakasz és egy P pont. Ha APBX = , akkor azt mondjuk, hogy a P pontbdl az
AB szakasz & szogben latszik.

Szemléletesen:

sikidom A
‘:ﬁ :ﬁ:‘,, B
i -] P

T: Azon pontok halmaza a sikban, amelyekbdl a sik egy adott AB szakasza adott « (0° <& <180°)

szogben latszik, két, az AB egyenesére szimmetrikusan elhelyezked6 nyilt kériv.
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A |atészogkorivek alakja a szog nagysagatdl fligg:

P

O

Derékszog esetén Thalész tételét és megforditasat kapjuk.

P

P
90°<a<180"

Latokorivet az érintd szaru kerlleti szog segitségével szerkesztlink.

Hurnégyszogek

D: Az ABCD négyszog hurnégyszog, ha csucsai egy
korre illeszkednek.

T: Egy négyszog akkor és csak akkor hlrnégyszog,
ha szemkozti szogeinek 6sszege 180°.

Hdrom hurnégyszégekre vonatkozd nevezetes
tétel:

T: Barmely harnégyszogben a szemkdzti oldalak
szorzatanak Osszege az atldk szorzatdval egyenlé
(Ptolemaiosz tétele): ef =ac+bd .

T: A harnégyszog terilete
t=\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d), ahol a; b; ¢c; d a
hiarnégyszog oldalai és s:%,

harnégyszog félkerllete (Brahmagupta tétele).

T: Egy trapéz akkor és csak akkor szimmetrikus trapéz, ha hirnégyszog (hdrtrapéz).
D: Egy sokszoget hursokszognek neveziink, ha csucsai egy korre illeszkednek.

T: A szabalyos sokszdgek hursokszogek.
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Erint6négyszogek

D: Azokat a négyszogeket, amelyeknek van
beirhaté koérik, érinténégyszognek nevezziik.

T: Egy konvex négyszog akkor és csak akkor
érinténégyszdog, ha szemkozti oldalainak
Osszege egyenlS, a+c=b +d.

D: Egy sokszoget érintGsokszognek neveziink,
ha van beirhaté kore.

T: A szabadlyos sokszogek érint6sokszogek.

Alkalmazasok
A matematikdn belili alkalmazasok kézé vehetjiik a kipok, csonka kipok palastjanak kiszamitasat stb.

A kor és részei kiszamitasanak szamtalan felhasznalasi teriilete van a mechanikai eszk6zok és gépek
tervezése soran: lancos és kupos fogaskerékattétek, szijhajtasok, dugattyuk holtpontjanak kiegyensu-
lyozédsa (g6zgépek hajtott kerekeinek alakja). Idesorolhatjuk még az alsd- és fels6palyas hidak
tartéelemei hosszanak meghatarozasat, kilonb6z6 épitészeti megoldasok (boltivek, kupoldk stb.)
tervezését is.

Szinhazak, mozik, kiilonb6z6 rendezvénytermek tervezésénél tekintettel kell lenniink a megfeleld,
minél nagyobb |atészog elérésére, a jegyarak meghatarozasakor célszerl ezt is figyelembe venni.
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18. tétel: Vektorok, vektormdveletek. Vektorfelbontasi tétel. Vektorok koordinatai.
Skalaris szorzat.

A vektorok bevezetésére elsGsorban fizikai problémak megolddsa sarkallta a matematikusokat és a
fizikusokat. Idetartozik a mozgdsok kinematikai (elmozdulas, sebesség, gyorsulds) és dinamikai (erd,
lendiilet, forgatdnyomaték, perdiilet) leirdsa. A mezG6 fogalmanak kialakuldsa is szorosan Osszefligg az
elektromos, magneses és gravitacios térerGsség jellemzésével.

A vektorok matematikai eszkéztarunk egyik nagyon fontos eszkzét jelentik, fogalmukat azonban csak
komoly elvonatkoztatas utan tudjuk megadni (b6vebben a 2. szdmu kiegészitésben).

Kozépiskoldban még a szemléletes meghatdrozdsndl maradunk:
D: Az irdnyitott szakaszokat vektoroknak nevezziik.

A szakasz attdl irdnyitott, hogy van kezdd- és végpontja.
Jelslésik: a; @; a; PQ.

D: Azokat a vektorokat, amelyek kezdGpontja a sik (a tér) egy rogzitett O pontja, helyvektornak
nevezziik. A nem helyvektorokat szabad vektornak nevezziik.

A vektorokat két mennyiséggel tudjuk, kell jellemezniink: a hosszukkal és az iranyukkal. A vektorok

hosszat abszolutérték-jellel jeloljuk: |a] |g

Er‘ ; ‘ﬁj‘ . Ezért a vektor hossza, nagysdga és abszolut értéke

ugyanazt a fogalmat jelenti. A vektorok iranyat egy régzitett félegyeneshez (iranyvektorhoz)
viszonyitva hatarozzuk meg.

D: A nulla hosszusagu vektort nullvektornak nevezzik, jele 0; 0 vagy O, irdnya tetszdleges.

A nullvektor mint irdnyitott szakasz kezd6- és végpontja megegyezik. A tetszéleges irdny annyit tesz,
hogy mindig annyi, amennyi sziikséges: a 0 lehet parhuzamos és merdleges is egy masik vektorhoz
viszonyitva.

D: Két vektort egyenlének mondunk, ha hosszuk és iranyuk megegyezik.
D: Két vektor egymas ellentettje, ha hosszuk megegyezik, iranyuk pedig ellentétes. Az a ellentettje -a.
D: Két (nem nulla) vektor sz6gén a kovetkez6t értjik:

- hairanyuk megegyezik, akkor szogiik 0°;
- hairanyuk ellentétes, akkor sz6giik 180°;
- minden mas esetben a két vektor irdnya altal meghatarozott két sz6g koziil a kisebb.

Miiveletek vektorokkal
A vektorok kozott m(iveleteket értelmezunk.

D: Azaésab 6sszegén azt a vektort értjik, amelyet ugy kapunk meg, hogy az a végpontjaba 6nmagaval
parhuzamosan eltoljuk a b kezd6pontjat, majd vessziik az a kezdépontjabdl az eltolt b végpontjaba
mutatd iranyitott szakaszt.
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Ezzel a mddszerrel egyszerre tobb vektort is 6ssze tudunk adni, lancba flizve azokat.
D: Az a és a b kiilonbségén azt a c vektort értjik, amelyrea=b +c.
Ezzel ekvivalens az a definicid, hogy az a-hoz hozzdadjuk a b ellentettjét.

Nyilvan a— b és b — a egymas ellentettjei, tovabba ha az A és a B pontba mutatd helyvektorok a és b,
akkor AB=b-a.

Két (nem pdrhuzamos és nem nulla) vektor 6sszegét és kiilonbségét megkaphatjuk a paralelogramma-
madszerrel is: Két vektor — ké6z6s kezdbpontbdl felmérve — kifeszit egy paralelogrammdt. A
paralelogramma ké6zds kezdépontbdl induld datléja a két vektor 6sszege, mdsik dtléja a két vektor
kiilbnbsége, amely a kisebbitend6be mutat.

A vektordsszeadds mliveleti tulajdonsdgai:
T: Barmely a; b és c vektorra

(1) kommutativ:a+b=b +a;
(2) asszociativ:i(a+b)+c=a+(b+c).

Definialjuk vektor szorzasat valds szammal:

D: Tetsz6leges a vektor és k € R szadm esetén

k>0 esetén az a vektor, amelynek hossza k-|a| és iranya a-val megegyez6;
k-a:={k=0 esetén 0;
k<0 esetén az a vektor, amelynek hossza |k|-|a| és iranya a-val ellentétes.
A vektorok szammal szorzdsdnak tulajdonsdgai:
T: Barmely a; b vektor és k;/ € R szam esetén:
(1) (kl)a=k(fa);
(2) ka+la=(k+)a és
(3) ka+kb=k(a+b).

Vektor felbontasa 6sszetevikre, vektor koordinatai

Legyenek az S sikban a és b nem egyirdanyu (és nem nulla) vektorok.
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T: Az S sik barmely c vektorahoz létezik olyan egyértelm(ien meghatarozott c; és c; valds szam, hogy
c=ca+cb.
D: A c,a ésc,b vektorokat a c vektor a, illetve b irdnyu 6sszetevSinek nevezziik.

Ha a tételben szerepld a és b vektorok az S sik helyvektorai, akkor ezek bdzisrendszer alkotnak, amelyre

egy koordindta-rendszer épithet6. Ha |a|=|b|=1 ésalb, akkor ezek ortonormdlt bdzisrendszert

(orto=merdgleges, normalt=egységnyi hosszu) alkotnak — ilyen az altalunk hasznalt Descartes-féle
koordinata-rendszer.

A Descartes-féle koordinata-rendszer bazisvektorait i-vel (x irdnyu) és j-vel (y iranyu) jeloljik.

A vektorfelbontasi tétel miatt barmely a vektor esetén a=a,i+a,j, ahol a: és a, egyértelm(en

meghatarozott valds szamok.

D: Az a; és a, szamokat az a vektor koordinatainak nevezziik, jelben a(as; az); a:-et abszcisszanak, az-t
ordinatanak nevezzik.

Térben vizsgdlva a vektorokat, a z tengely irdnyl egységvektort k-val jel6ljik, a koordinata neve
applikadta.

A vektor hosszara nézve pedig:
T: Barmely a(as; az) vektor esetén |a(al;az)| :m.
A vektorkoordinatdk segitségével konnyen elvégezhet6k a miveletek is:
T: Barmely a(az; a2); b(bs; bz) vektor és k€ R szam esetén:
(1) a(a,;a,)xb(b;b,)=(atb)(a, +b;a,1b,);
(2) ka(a;;a,)=(ka)(ka,;ka,).

A koordinatageometridban gyakran van szlikséglnk arra, hogy egy vektort 90°-kal elforgassunk
(felirjunk egy ra meréleges vektort), ez kbnnyen megteheté a koordinatak segitségével:

T: Barmely a(a;; a2) vektor esetén

(1) a(az; az) vektor +90°-o0s elforgatottja a'(—az;al),’

(2) a(az; az) vektor -90°-o0s elforgatottja a"(az,'—al).

Vektorok skalaris szorzata

Szintén fizikai problémak — példaul a munka (eré x elmozdulds) kiszamitasa — tette szlikségessé, hogy
két vektor szorzatat is értelmezzik.

D: Az a és b vektorok skaldris szorzatan az |a|'|b|'C05<I(a}b) valds szamot értjik.

(A skalaris szorzat valdjaban nem tekintheté — hagyomanyos értelemben vett — mdiveletnek, mert
eredménye kivezet abbdl a halmazbdl, amelyen értelmezzik: két szam Osszege, kiilonbsége, szorzata
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is szam, ahogy két vektor 0sszege és kllonbsége is vektor — ezzel ellentétben két vektor skalaris
szorzata szdmot ad eredményiil.)

A skaldris szorzat tulajdonsdgai:

T: Barmely a; b és c vektor és k€ R szam esetén:
(1) ab =ba (kommutativ);
(2) k(ab)=(ka)b=a(kb);

(3) (aib)c =acthc (disztributiv az Gsszeaddsra és kivonasra nézve).

Skalaris szorzat esetén az asszociativ tulajdonsdg ((a'b)‘c = a‘(b’C) ) nem értelmezhetd, mert a benne

szerepl6 két szorzds nem ugyanazt a miveletet jelenti: a bal oldalon a zardjelben skaldris szorzat, a
zardjel utan pedig vektor szorzdsa szadmmal szerepel. Az egyenlGség egyébként altalaban nem is all
fenn, mert a bal oldal egy c-vel parhuzamos vektort, a jobb pedig egy a-val parhuzamos vektort
eredményez.

Az egyik leggyakrabban hasznalt, skaldris szorzatra vonatkozé tétel:

T: Két vektor akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk 0.
A skaldris szorzatot konnyd kiszamitani a vektorok koordinataibdl:

Tétel: Barmely a(as; az); b(bs; b2) vektor esetén ab =a,b, +a,b, .

Bizonyitds: Felhaszndlva, hogy a skaldris szorzat disztributiv az Osszeadasra nézve, tovabba a
vektormdveletekre érvényes tételeket:

a(a;;0,)b(b;;b, ) =(a,i+0ayj)(bi+b,i)=(a,i)(bii)+(ai)(bi)+(a,i)(bii)+ (i) (byi) =
=a,bjii+a,b,ij+a,b,ji+a,b,jj.

Mivel i L j ezértij=ji=0, tovabba ii= |i||i|c050° =1-1-1=1ésjj=1hasonldan. Ezért
a(a;;a,)b(by;b,)=a,b, +a,b,. /7

Térbeli vektorok esetén hasonléan kapjuk, hogy 3(01;02;03)b(bl;bz,'b3)=01b1 +a,b, +a,b,.

Ez a tétel lehet6vé teszi, hogy egyszerlien és gyorsan meghatdrozzuk két vektor vagy (normalvektoraik

felhasznalasaval) két egyenes hajldsszégét:

a(a,;a,)b(b,;b,)= ‘a(cll;a2 )Hb(bl;b2 )‘cos{(a;b)

=lala,;a, )|b(b,;b, ) cos<x(a;b)=a,b, +a,b,.
a(a 'az)b(bl;bz):albl+azb2 ‘ ( 1 2)H ( 1 2)‘ ( ) 1% T,
Amelybdl

a,b, +a,b, _ a,b, +a,b,
a(al;az)||b(b1;b2)| \/alz +a? \/bf +b2

cos<1:(a;b)=|
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Alkalmazasok

Vektorok segitségével konnyen bizonyithatdk elemi geometriai tételek (sulypont, a magassagponttal
kapcsolatos tételek, szogfelezététel stb.), de legfontosabb felhasznalasi terlletiik a kbzépiskolaban a
koordinata-geometria (egyenesek egyenletének felirasa, érinté meghatarozasa stb.).

A legfontosabb fizikai alkalmazasokat mar emlitettem, az informatikdban pedig leggyakrabban
képabrdzolasi és -szerkesztési eljarasokban hasznaljuk (vektorgrafika).
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19. tétel: Szakaszok és egyenesek a koordinatasikon. Parhuzamos és merdéleges
egyenesek. Elséfoku egyenlétlenségek, egyenletrendszerek grafikus megoldasa.

Szakaszt a koordinatasikon (-térben, és dltaldban is) a két végpontjanak megadasaval adunk meg.

D: A koordinatasikon (-térben) az origébdl egy adott pontba mutatd vektort az adott pont
helyvektoranak nevezziik, és koordinatdin a végpont koordinatait értjik. A(a,;a,) <> ala;;a,)

T: Az A(a,;a,) és B(b,;b,) pontok meghatdrozta szakasz hossza

= J(b,—a,) +(b,~a,) -

T: Az A(a,;a,) és B(b,;b,) pontok meghatdrozta szakasz felez6pontjdnak koordinétai

a,+b, a,+b,
Fal =5

AB =|AB(b, —a,;b, —a,)

Tétel: Az A(a,;a,) és B(b,;b,) pontok meghatarozta szakaszt k :  aranyban oszté P pont koordinatai:

P[/al+kb1 _/a2+/<b2j_
k+1 " k+l

Bizonyitas: HAJ!

Alayay)

P
f‘/ \71\\ VAB)
// f// \\\\
. o
/ F N
a(a‘,zj// ; / : //)-
/ // =i
/ /’ b(b‘.h;,;/
| /// //
} i e
,K/
Ekkor
p=a+AP
AP =76 3ﬁ(k(bl_al);k(bz_02)]:>p=a(al;az)+ﬁ(k(bl_al);k(bz_02)],
k+1 k+1 k+1 - ——=c k+1 k+1
AB=b-a=AB(b,—a,;b,~a,)
ahonnan
pzp[al+k(b1—al);az+k(b2—az)]: [(k+/)al+k(b1—al)'_(k+/)az+k(b2—az)]:p(lal+kbl;Iaz+kb2j
- - k+1 k+1 -\ k+/ k+1 k+1 k+1 -\ k+/ k+1

amelyb6| P(Ial +kb1 ;IGZ +kb2 J . //
k+1 k+1

Az egyenes és egyenletei
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A koordinatasikon egy egyenest a kovetkez6 adatokkal szoktunk megadni:

- két pontjaval;

- egy pontjaval és egy, az egyenesre meréleges vektorral (normdlvektor);

- egy pontjaval és egy, az egyenessel parhuzamos vektorral (irdnyvektor);

- egy pontjaval és az egyenes x tengellyel bezart irdnysz6gével vagy meredekségével.

D: Az irdnyszog tangensét — ha létezik — az egyenes irdnytangensének vagy meredekségének nevezziik.

D: Gorbe egyenletének azt az egyenletet nevezziik, amelynek gyokei és a gorbe pontjainak koordinatai
kozott kolcsonosen egyértelm( megfeleltetés van.

Tétel: A PO(XO,'VO) ponton dtmené, Q(A;B) normalvektori egyenes egyenlete Ax -+ By = Ax, +By,-

Bizonyitas: P legyen az e egyenes egy tetszGleges pontjal Pee & PPLln< PP-n=0. Felirva a
vektorok koordinatait, alkalmazva a koordinatdival adott vektorok skalaris szorzatanak kiszamitasara
vonatkozo 6sszefliggést, és rendezve a kapott egyenletet, a tétel allitasat kapjuk. //

Tétel: A Po(Xo;yo) ponton atmené, !(V1?Vz) iranyvektoru egyenes egyenlete v,x—v,y =v,x, —v,y, -

Bizonyitds: A !(Vl}VZ) iranyvektort 90°-kal elforgatva az egyenes egy normalvektorat kapjuk, ennek

koordinatai Q(VZ;—Vl). Ezt beirva az egyenes normalvektoros egyenletébe a tétel allitasat kapjuk. //

Két ponton dtmend egyenes egyenletét Ugy irjuk fol, hogy el6szor a két pontot 6sszekdtd vektort
hatarozzuk meg (ez irdnyvektor lesz), majd ennek segitségével felirjuk az egyenes iranyvektoros
egyenletét.

T:A !(Vl,'Vz), v, #0 iranyvektord egyenes meredeksége m =2 .

Vi

igy az egyenes iranyvektoros egyenletébdl kapjuk, hogy

TA PO(XO}VO) ponton atmend, m meredekségl egyenes egyenlete Y — Y, :m(X—XO) .

Parhuzamos és merdéleges egyenesek a koordinatasikban

Legyen e és f két egyenes az xy koordinatasikban. Ekkor a szokasos jeldlésekkel:

n,=k-n, keR\(0) n,-n,=0
Te|lf v, =k-v,, keR\(0) elfoqv,v,=0
me:mf me.mf:_l

E tételek allitasai nyilvanvaldan kovetkeznek a korabban megadott definicidkbol és tételekbdl.

Els6foku egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek grafikus megoldasa

A kétismeretlenes elsGfoku egyenlétlenségek altalanos alakja ax+by +c</</>/>0, a;b;ceR.
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Ezek megoldashalmazat a koordinatasikon kdnnyen tudjuk abrazolni.

- Abrézoljuk az ax+by+c=0 egyenletii egyenest.

- A b#0 esetben a megoldashalmazt a koordinédtasiknak az egyenes alatti vagy feletti nyitott
vagy zart félsikja pontjai alkotjak;

- A b=0 esetben a megoldashalmazt a koordinatasiknak az egyenes bal vagy jobb oldalan 1évé
nyitott vagy zart félsikja pontjai alkotjak.

A kétismeretlenes els6foku egyenletrendszerek altalanos alakja

,ahol a;b;c;d;e;feR.

ax+by+c=0
dx+ey+f=0

Az egyenletrendszer grafikus megoldasa soran dbrazoljuk a két egyenlethez tartozé egyeneseket, és a
két egyenes grafikonja metszéspontjanak koordinatai adjak az egyenletrendszer gyokét. Optimalis
esetben a metszéspont koordinatai leolvashatdk az dabrardl, kilonben kénytelenek vagyunk az
egyenletrendszert algebrai Uton megoldani.

Ha a két egyenesnek nincs metszéspontja (pdrhuzamosak), akkor az egyenletrendszernek nincs gydke.

Ha a két egyenes egybeesik, akkor az egyenletrendszernek végtelen sok gydke van.

Alkalmazasok

Legtobbszor elemi geometriai feladatok, tételek koordinatageometriai megoldasa, bizonyitdsa soran
haszndljuk a fentieket. A gyakorlati életben elsGsorban koltség-haszon elemzésekre, linearis
programozasi feladatok megolddsdara haszndljuk e médszert.

Normdlvektora nem csak egyeneseknek van: bdarmely goérbe vagy fellilet adott pontbeli
normalvektoran a pontban a gorbe érintéjére, illetve a felllet érintGsikjara allitott merdleges vektort
értjuk.
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20. tétel: A kor és a parabola elemi Uton és a koordinatasikon. Kor és egyenes,
parabola és egyenes kdlcsonos helyzete. Masodfoku egyenlétlenségek grafikus
megoldasa.

A négy kupszelet (kor, ellipszis, parabola és hiperbola) koziil a kor és parabola vizsgalata — elsGsorban
sok matematikai, csillagaszati és fizikai alkalmazasuk miatt — mar a gérog matematikaban is kiemelt
szerepet jatszott (kUlonodsen a pergai Apolléniosz foglalkozott vele sokat), ez tette indokoltta
koordinatageometriai vizsgalatukat is.

Kapszeletet akkor kapunk, ha egy végtelen

forgaskup-paldstot egy sikkal elmetsziink. A sik
tengelyhez (illetve alkotéhoz) viszonyitott

helyzetétdl fuggben kort vagy ellipszist vagy
parabolat vagy hiperbolat nyeriink.

g B
@ D
O WA
A kupszeleteket tdvolsdggal jellemzett mértani helyként is megadhatjuk:

T: Azon pontok halmaza a sikban, amelyek adott tdvolsagra vannak a sik egy adott pontjatdl, a kor. (Az
adott pont a kor kdzéppontja, az adott tavolsag a kor sugara.)

T: Azon pontok halmaza a sikban, amelyek tavolsaganak 6sszege a sik két adott pontjatél a két pont
tdvolsdganal nagyobb allandé, az ellipszis.

T: Azon pontok halmaza a sikban, amelyek egyenlé tavolsagra vannak a sik egy egyenesétdl és egy arra
nem illeszkedd ponttdl, a parabola. (Az adott egyenes a parabola vezéregyenese (direktrixe), az adott
pont a parabola fékuszpontja, az egyenes és a pont tavolsaga pedig a parabola paramétere.)

T: Azon pontok halmaza a sikban, amelyek tavolsaganak kiilonbsége a sik két adott pontjatdl a két pont
tdvolsaganal kisebb allandd, a hiperbola.

Kupszeletek a koordinatasikon:

D: Gorbe egyenletének azt az egyenletet nevezziik, amelynek gyokei és a gérbe pontjainak koordinatai
kozott kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés van.

T: Az xy koordinatasikban a C(u; v) kozéppontd, r sugaru kor egyenlete: (X—u)2 +(y—v)2 =r’.

A kor definiciéjabdl kovetkezéen a korvonal hatarolta sikrész bels6 pontjainak a koordinatdira

(X—u)2 +(y—v)2 <r, mig a korvonalon kiviili pontok koordinataira (X—u)2 +(y—v)2 >rl,

A koregyenletben a zardjeleket felbontva és nullara rendezve olyan kétismeretlenes masodfoku
egyenletet kapunk, amelyben a négyzetek egyitthatdja megegyezik, és nincs benne xy-os tag.
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Forditva: Az ax?+ay®>+bx+cy+d=0 (a;b;c;deR,a=0) alaku kétismeretlenes masodfoku

egyenlet d (teljes négyzetté alakitassal meghatarozhatd) értékétdl fuiggben vagy egy koregyenlet, vagy
un. null- vagy képzetes kor egyenlete.

T: Azon pontok halmaza a sikban, amelyek egyenld tavolsagra vannak a sik egy egyenesétdl és egy arra
nem illeszked6 ponttdl, a parabola. (Az adott egyenes a parabola vezéregyenese (direktrixe), az adott
pont a parabola fokuszpontja, az egyenes és a pont tdvolsdga pedig a parabola paramétere.)

D: A fékuszpont és a vezéregyenes tavolsagat felez6 pontot a parabola csicspontjanak nevezziik (a sik
adott tulajdonsagu pontjai koziil ez van legkézelebb mindkett6hoz).

Kozépiskolaban csak olyan paraboldk egyenletével foglalkozunk, amelyek tengelye (a pontbdl a
vezéregyenesre allitott meréleges) valamelyik koordinatatengellyel parhuzamos.

Tétel: Az xy koordinatasikban az origd csucspontd, az y tengellyel parhuzamos tengely(, p paraméter

parabola egyenlete y = ixz .
2p

Bizonyitas: HAJ!

p — mivel egyenes és arra nem illeszked6 pont
tdvolsdga — pozitiv valés szam. Ennek

y=1/2py*x*2

., kévetkeztében fokuszpontja koordinatai F(O;g)

7

vezéregyenesének egyenlete v: y = —g.

2
V. y=-pl2 B

A P(x; y) koordinataju pont akkor és csak akkor illeszkedik a parabolara, ha d(P;F)=d(P;v), azaz

0£\/(x—0)2+(y—§J2 =y+§.

Mivel a nemnegativ valés szdmok halmazdn a négyzetre emelés ekvivalens m(ivelet, ezért

2 2
x2+y? _py+%:yz +py+%, amelyet rendezve

x> =2py, amelybdl (p > 0 1évén) 2p-vel osztva a tétel allitasat kapjuk. //

A lefelé all6 parabolak (ahol a fokuszpont a vezéregyenes alatt talalhatd) egyenletét Ggy kapjuk meg,
ha az egyenletben paraméteril a pont és egyenes tavolsaganak —1-szeresét vessziik.

Ezt szokds a parabola tengelyponti egyenletének is nevezni.

sz

T: Az xy koordinatasikban a C(u; v) cslcspontu, az y tengellyel parhuzamos tengelyd, p paraméter(

parabola egyenlete y = i(x — u)2 +v (csucsponti egyenlet).
2p
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Tovabba:

T: Az xy koordinatasikban a C(u; v) csucspontd, az x tengellyel padrhuzamos tengelyd, p paraméteri

parabola egyenlete x :i(y—v)2 +U-.
2p

A fenti paraboldk egyenlete tehdt vagy ax*+bx+cy+d=0/(a;b;c;deR,a;c=0), Vagy
ay’ +by+cx+d =0 (a;b;c;d e R, a;c = 0) alaku kétismeretlenes mdasodfoku egyenlet. Minden ilyen

alaku egyenlet egyben egy parabola egyenlete. (/tt Idttuk be azt a kordbban, szemléletbél elfogadott
tételt, hogy a mdsodfoku filiggvény képe egy parabola.)

A kor és az egyenes kélcsonos helyzete

Két gorbe kdlcsénbs helyzetének meghatarozasa altaldban a gorbék kézés pontjai szdmdnak a
meghatdarozasat jelenti.

A koordinatageometridban a k6zos pontok koordinatait a két gérbe egyenletébdl allé egyenletrendszer
gyokeiként kapjuk.

Ha a kor és az egyenes egyenletébdl allo egyenletrendszernek két gyokpdrja van, akkor az egyenest a
kor szel6jének nevezzik, ha egy, akkor érintéjének, ha egy sincs, akkor az egyenes elkeriili a kért —
mindez 6sszhangban van az elemi geometridban megfogalmazottakkal.

A parabola és az egyenes kolcs6nos helyzete

Ha a parabola és az egyenes egyenletébdl allé egyenletrendszernek két gyokpdrja van, akkor az
egyenest a parabola szel6jének nevezziik, ha egy, akkor ha a parabola tengelye nem parhuzamos az
egyenessel, az érint6jének, ha parhuzamos, akkor pedig dtmetsz6 egyenesének nevezziik. Ha egy kbz0s
pont sincs, akkor az egyenes elkeriili a paraboldt — ez is 6sszhangban van az elemi geometridban
megfogalmazottakkal.

Masodfoku egyenlétlenségek grafikus megoldasa

Masodfoku egyenlétlenségek megoldasanak legegyszer(lbb (igy legszebb) megoldasi maddja a grafikus
megoldas.

Az egyismeretlenes masodfoku egyenl6tlenségek altalanos alakja
ax’ +bx+c</</>/>0(a;b;ceR,a=0).

A bal oldalt fliggvényként abrazolva minden esetben egy y tengellyel parhuzamos tengelyl parabolat
kapunk. Ennek kell megkeresniink a zérushelyeit, majd ezek ismeretében felirni az egyenl6tlenség
megoldashalmazat (M).

Vegyiink egy példdt: ax* +bx+c>0 (a;b;ccR, a<0), D=R. A fiiggvény képe ekkor egy lefelé all6
parabola lesz. Azokat az x-eket keressiik, amelyek esetén a fliggvény képe az x tengely folott halad vagy
illeszkedik ra.
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Az ax? + bx + c =0 masodfoku egyenletnek a; b
és c értékétdl fliggben 0, 1 vagy 2 gyoke lehet:

- ha nincs gyok, akkor M= ;
- ha egy gy6k van, akkor MZ{XLz}}

- hakét gyok van, akkor M:[lexz].

A tobbi tipusba tartozd egyenl6tlenséget
hasonlé médon oldjuk meg.

Kétismeretlenes masodfoku egyenlétlenségek grafikus megoldasa kiilonboz6 kupszeletek kiilsé vagy
belsé pontjai alkotta sikrész megkeresését jelenti, ezekkel most nem foglalkozom — 6nallé témakor
lehetne.

Alkalmazasok

A matematikdn belll jellemz6 moddon szélsGérték-feladatok megoldasara, adott tulajdonsagu
ponthalmazok megkeresésére, geometriai bizonyitasokra (Apolldniusz-kor, sulypont stb.) hasznaljuk.

Néhany fizikai alkalmazas:

- acsillagaszatban az égitestek mozgasanak leirasa, palyaegyenletik felirasa;
- geometriai optika (gomb- és parabolatiikrok, lencsék);

- aferde hajitasok leirasa;

- statika (az épitészetben kiilénb6z6 alaku kupoldk, hidak tervezése stb.).
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21. tétel: Térelemek tavolsaga és szoge. Térbeli alakzatok. Felszin- és térfogatszamitas.

A geometridban a pontot, az egyenest és a sikot tekintjik térelemnek. Ahhoz, hogy ezek tdvolsdgat
meg tudjuk hatdrozni, célszerl magat a tavolsagot meghatarozni.

D: Két pont tavolsagan az azokat 6sszekot6 szakasz hosszat értjlik.

A definiciobél kévetkezik, hogy VP;Q pont esetén d(P,'Q)ZO, és egyenldség akkor és csak akkor van,
haP=qQ.

D: Két (nem (ires) ponthalmaz tavolsagdn a halmazok pontjai kozti tavolsagok legnagyobb also korldtjat
értjik: Ha A és B két ponthalmaz, akkor d(4;B) =inf(d(a;b)), ahola€ A és beB.

Példaul a szamegyenesen ha

- A={aeR|a<0} ésB={beR|b>1}, akkor d(4;B)=L;

- A={aeR|a<0} ¢s B={beR|b>1}, d(4;B) akkor is 1.

Térelemek tavolsaga
Ezek utan a kérdezett tavolsagok (d):

(1) pont és pont tdvolsdgat mar definialtuk;

(2) pont és egyenes tavolsaga
- ha a pont illeszkedik az egyenesre, akkor d = 0;
- ha a pont nem illeszkedik az egyenesre, akkor a pontbdl az egyenesre bocsatott meréleges
szakasz hossza;

(3) pont és sik tavolsaga
- ha a pont illeszkedik a sikra, akkor d = 0;
- ha a pont nem illeszkedik a sikra, akkor a pontbdl a sikra bocsatott merGleges szakasz
hossza;

(4) egyenes és egyenes tavolsaga
- ha a két egyenes egybeesd vagy metsz6, akkor d = 0;
- ha a két egyenes parhuzamos, akkor az egyenesekre barhol allitott merdleges egyenes
parhuzamos egyenesek kozti szakaszanak hossza;
- ha a két egyenes kitérd, akkor létezik pontosan egy egyenes, amely mindkét egyenest
merdélegesen metszi (normdl transzverzdlis); a két kitér6 egyenes tavolsdga a normal
transzverzélison lévé metszéspontok tavolsaga;

(5) egyenes és sik tavolsaga
- ha az egyenes illeszkedik a sikra vagy dofi azt, akkor d = 0;
- ha az egyenes parhuzamos a sikkal, akkor az egyenes egy tetszéleges pontjanak a siktdl valo
tdvolsaga;

(6) sik és sik tavolsaga
- ha a két sik egybeesd vagy metsz6, akkor d = 0;
- ha a két sik parhuzamos, akkor az egyik sik egy tetsz6leges pontjanak a masik siktdl vald
tavolsaga.

97



Térelemek sz6ge
Pont mas térelemmel bezart sz6gét nem értelmezziik.

D: Két metsz6 egyenes hajlasszogén a keletkezd négy szogtartomany kézll a nem nagyobbakat értjiik.
Ha a négy sz6g megegyezik, akkor azt mondjuk, hogy az egyenesek merélegesek egymasra.

igy a kérdezett szdgek (X ):

(1) egyenes és egyenes hajlasszoge:
- ha az egyenesek egybeesSk vagy parhuzamosak, akkor & = 0° (esetleg 180°);
- metsz6 egyenesek szogét mar definialtuk;
- kitérd egyenesek hajlasszogén azt a széget értjiik, amelyet egy adott ponton at vellik
parhuzamosan huzott metszd egyenesek zarnak be;

(2) egyenes és sik hajlasszoge:
- ha az egyenes illeszkedik a sikra, vagy parhuzamos vele, akkor & = 0° (esetleg 180°);
- ha az egyenes dofi a sikot, akkor az egyenes és a sik doféspontra illeszked6 egyenesei altal
bezart sz6gek minimumat. Ez az egyenes és az egyenes sikra esé merdleges vetiiletének
szbége.

(3) sik és sik hajlasszoge:
- ha a sikok egybees6k vagy parhuzamosak, akkor & = 0° (esetleg 180°);
- metsz6 sikok hajlasszoge az a sz6g, amelyet Ugy kapunk meg, hogy a metszésvonal barmely
pontjaban merdleges allitunk arra mindkét sikban, és e merélegesek szogét tekintjik.

Térbeli alakzatok

Térbeli alakzaton altaldban a tér azon pontjainak halmazat értjik, amelyeket egy zart feliilet hatarol
(testek), illetve magat a felllet pontjait, példaul:

D: A gémb azon pontok halmaza a térben, amelyek a tér egy adott pontjatdl (k6zéppont) adott
tavolsagra (sugdr) vannak.

Tehat a gémb definicid szerint egy feliilet, de amikor ennek felszinérél vagy térfogatardl beszéliink,
akkor magat a testet értjiuk alatta (felszine csak testnek lehet).

A testeket tobbféle szempont szerint csoportosithatjuk.

A testek lehetnek konvexek (példaul a gémb) vagy konkavok (példaul a torusz), tomorek (példaul
tekegolyd) vagy liregesek (példaul teniszlabda).

A hatarolo feluletek lehetnek sikidomok és/vagy sikba kiterithet§ fellletek (poliéderek, hengerszer(i
és kupszerl( testek stb.), illetve sikba nem kiterithet6 feliiletek (gomb, ellipszoid stb.).

Szarmaztatasuk szerint lehetnek példaul forgastestek (ellipszoid) vagy csonkolt testek (példaul csonka
gula), de beszéliink egyenes és ferde testekrdl, szabalyos (példaul szabalyos négyoldalu gula, piramis)
testekrél is.

A testek kozott fontos helyet foglalnak el a poliéderek (sokszogek hatarolta testek).

T: A konvex poliéderek csucsai és lapjai szamanak 6sszege kettével nagyobb az élek szamanal (Euler).
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Ide tartoznak a Platdn-féle szabdlyos testek is:

D: Azokat a konvex poliédereket nevezziik szabdlyosnak, amelyeket egybevagd szabalyos sokszogek
hatarolnak, tovabba élszogeik és lapszogeik egyenlék.

Ot Platdn-féle szabalyos test van: a szabalyos tetraéder, hexaéder, oktaéder, dodekaéder és ikozaéder,
ezeket rendre szabdlyos haromszogek, négyszogek, haromszogek, Otszogek és hdaromszogek
hataroljak.

Ha a szabalyos testek lapkdzéppontjait Osszekotjik, Ujra szabdlyos testet kapunk: tetraéder -
tetraéder; hexaéder - oktaéder; oktaéder - hexaéder; dodekaéder - ikozaéder; ikozaéder -
dodekaéder.

Testek felszine

Sikidomok és/vagy sikba kiterithetd feliiletekkel hatarolt testek felszinén (A) a hatéarold fellletek
terliletének 6sszegét értjik.

Szokas a test alaplapjardl, fed6lapjarol és paldstjardl beszélni (példaul egyenes csonka korkup), ezek
felszinét a részek teriiletének kiszdmitdsa utan 6sszegzéssel kapjuk— A=T+t+P .

Ha a testnek van sikba ki nem terithetd felilete is (példaul félgomb), akkor ezek felszinét a beirt és
koré irt poliéderek felszinének (megegyezG) hatarértékeként értelmezzilk. Forgastestek felszinét
integralszamitassal is meg tudjuk hatdrozni.

Néhany gyakrabban el6forduld test felszine:

téglatest: A :2(ab+bc+ca), ahol a; b és ¢ az egy csucsha futd élek hossza;
- egyenes kérkap: A=rz(r+a), ahol r az alapkor sugara, a a kip alkotdja;

- egyenes csonka korkup: A =7r(R2 +r’ +(R+r)a), ahol R az alapkoér, r a fed6kor sugara, a pedig

a csonka korkup alkotdjanak hossza;
- gbmb: A=4r’z, ahol r a gémb sugara.

Testek térfogata
Kozépiskolaban a térfogatot a kovetkez6képpen hatarozzuk meg:

D: Elfogadjuk, hogy létezik olyan, a tér halmazain (testek) értelmezett, nemnegativ értékl V fliggvény
(térfogat), amely eleget tesz a kbvetkezd feltételeknek:

- egymasba nem nyuld testek egylttes térfogata a testek térfogatanak 6sszege;
- egybevago testek térfogata megegyezik;
- azegységkocka térfogata 1.

A térfogat definicidjanak felhasznalasaval bizonyithatdak a kévetkezd tételek:
T: Az a oldalt kocka térfogata vV =a°.

T: Az g, b és c oldali téglatest térfogata V =abc.
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T: A T alapterilet(i, m magassagu hengerszer(i testek térfogata v — 7m.

A (o . . Tm
T: A T alapteriletli, m magassagu kupszer( testek térfogata V=—

T: A T alapteriiletd, t fed6teriletli, m magassagu csonka kupok térfogata Vv =?(T+ t++/Tt )
A kovetkezGkben az egyenes csonka korkup térfogatara vonatkozd tételt bizonyitom.

Tétel: Az egyenes csonka korkup térfogata V = 3 (R +r +Rr), ahol R az alapkér, r a fed6kor

sugara és m csonka korkup magassaga.
Bizonyitas: A bizonyitasban felhaszndlom, hogy ha az f(x) fliggvény az [G;b]-on folytonos, és ott

f(x)>0, akkor az x tengely koruli megforgatasakor kapott test térfogata V = ﬂjf dx HAJ!

a

QMR A csonka kupot ugy kapjuk meg, ha a PQ
szakaszra illeszked6 linearis fliggvényt a

[0; m]-on megforgatjuk az x tengely koril. Az
f(x) fuggvényt f(x) =ax + b alakban keressik.
P(O;r) e f(x) = r=a-0+b;
Qm;R) e f(x) = R=am+b.

(m;0)

. R—r .
Innen b =r, illetve a=——, amelybdl
m

f(x)——x+r

Tehat a csonka kup térfogata

V=7ZJ.(

0
m 2 m 2 2m m m

V=7rj.[EX+rj dx=7r.[[(ﬂj x2+2rux+r2jdx =ﬂ(tj Ixzdx+2r7zﬂj.xdx+rz7zj‘dx=
L m m m m m .

0

R—r\[ X" R—r[ x| St m R-r\'m? R—r m’
=r|— | | = | +m2r—| = | +ar’[x] =x| — +2rr———+r’zrm=
m 3], m | 2 0 m ) 3 m 2

0

x+rj dx.

:—7rm+r(R—r)7zm+r27zm=?(R2 —2Rr+r* +3rR-3r? +3r2)=?(R2 +Rr+r2). //

Alkalmazasok
Csak a muszaki élet tertiletérSl hozok példakat:

- hajldsszégek és tdvolsdgok: utak, autdpalydk tervezésekor figyelni kell a domborzatra
(nyomvonal-kijel6lés), a megengedett legnagyobb siillyedési és emelkedési szogek
betartasara; torekedni kell a legréovidebb tavolsagok meghatarozasara is (épitési koltségek);

- térfogat: a testek tomegének meghatarozasa az anyags(rlség fliggvényében szintén fontos
feladat (statika);
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térfogat és felszin: kilonb6z6 termékek kiszerelésének optimalis meghatdrozasa (minimalis
térfogat a szallitdshoz, minimalis felszin a csomagolashoz, a legjobb alak megtalalasa).
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22. tétel: Terilletszamitas elemi Uton és az integralszamitas felhasznalasaval.

A teriilet a sikidomok kiterjedését jellemzd mennyiség, a fogalom térbeli megfelelGje a testek felszine.

Mar Eukleidész is foglalkozott ezzel az Elemekben, de magat a teriiletet sem az alapfogalmak kozott
nem sorolta fel, sem masutt nem definialta, két sokszoget egyenld teriletlinek mondott, ha egymasba
atdarabolhaték, azaz az egyiket véges sok részre vdgva a kapott darabokbdl a masik lefedhet6 és
viszont.

Eudoxosz kimeritéses modszerét alkalmazva Arkhimédész mar elég precizen terjesztette ki a
gorbevonall alakzatokra is a teriiletegyenléség fogalmat, de a fogalmat mar el6tte is hasznaltdk,
példaul khioszi Hippokratész a réla elnevezett holdacskak teriletének kiszamitasakor.

A késBbbiekben Bonaventura Cavalieri, Blaise Pascal, Pierre de Fermat, Isaac Newton és Gottfried
Wilhelm Leibniz foglalkozott kimerit6en ezzel a témaval.

A terillet modern definicidja Camille Jordantél és Giuseppe Peanotdl szarmazik a 19. szdzad végérdl,
amelyet a 20. szdzad elején Henri Lebesgue tokéletesitett, kiterjesztve a kdzépiskoldban tanult
Riemann-integrdl fogalmat (Lebesgue-integral).

Kozépiskolaban a teriiletet a kovetkez6képpen hatdrozzuk meg:

D: Elfogadjuk, hogy létezik olyan, a sik halmazain (sikidomok) értelmezett, nemnegativ értékd t
flggvény (teriilet), amely eleget tesz a kbvetkezd feltételeknek:

- egymasba nem nyuld sikidomok egyiittes teriilete a sikidomok teriiletének 6sszege;
- egybevagd sikidomok teriilete megegyezik;
- az egységnégyzete teriilete 1.

Sokszogek teriilete

A teriilet definicidjanak felhasznalasaval bizonyithatdak a kovetkez6 tételek:
T: Az g oldall négyzet teriilete t =g’ .

T: Az g és b oldalu téglalap terllete t=ab .

T: Az a oldalu, m, magassagu paralelogramma terlilete t =am, .

Mivel minden sokszog felbonthaté haromszogekre, ezért kiilonds fontos a haromszogek teriiletének
kiszamitasa. Ezt a haromszog kilonb6z4 adatainak ismeretében a kévetkezGképpen tehetjik meg:

T: A hdromszog teriilete a szokdsos jeldlésekkel

_am, absiny a’sinfBsiny — — —~_ __abc
t= T T e —\/s(s a)(s—b)(s—c)=rs= T

Feladatok megoldasa soran gyakran szamitjuk ki a haromszog teriletét a megadott adatok
segitségével, hogy ezutan a haromszog egy masik teriiletképletébdl hatarozzuk meg a keresett
mennyiséget. Nagyon sokszor taldlkozunk egyenl6 oldald hiaromszogekkel problémak megoldasa
2

a*\3

4

soran, ennek terllete t =
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Néhany tovabbi nevezetes sokszog teriiletképlete a szokdsos jeldlésekkel:

ef _ efsing

paralelogramma: t:absiny:7 .

. a+c
- trapéz: tszzkm;
- deltoid: t:%;

e
- rombusz: t=a’ sinyz?f;

- huarnégyszog: t=\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d);
- érinténégyszog: t=rs;
, . 180°
a‘ctg——
- noldalt szabalyos sokszog: t=n

Gorbe vonallal hatdrolt sikidomok teriiletének meghatarozasa

E sikidomok teriletét altalaban kétféle modon tudjuk meghatarozni: a sikidomba beirt és a korilirt
sokszogek teriiletének hatdrértékeként, illetve az integralszamitds felhasznalasaval.

T: Legyen f(x) az [a; b]-on értelmezett, nemnegativ értékd, folytonos fliggvény. Azx =a,x=b, y = f(x)
b
gorbék és az x tengely hatérolta sikidom terilete t= If(x)dx .

a

Ha f(x)-t6] nem koveteljik meg, hogy nemnegativ érték( legyen, akkor a fenti hatarozott integral a
gorbe és az x tengely hatdrolta sikidomok teriiletének eldjeles sszegét adja.

E tétel segitségével bizonyitom, hogy:
Tétel: Az r sugaru kor teriilete t =r’z .

Bizonyitds: Helyezziink a kor sikjara egy xy koordinata-rendszert Ugy, hogy annak origdja a kor
kozéppontja legyen, és haszndljuk az abra jel6léseit!

A kor egyenlete ekkor x2 +y? =r?, a kor x

fix)

tengely feletti ivének egyenlete pedig
y=Ar’—x". A félkér teriiletét emiatt az
,
r* —x"dx hatdrozott integrallal tudju
e Jr? —=x’dx hatérozott integrallal tudjuk
—-r

a B(r;,0) . / 7, .
% ] kiszamitani.

jﬂdxﬁjﬂdx:%
-r 0

Végezziik el az X=rCOSQ helyettesitést,
ekkor dx =—rsinada , igy
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(1—cos2a)da =

O o [y

0 H H
1- 2
—= ZJ\/rZ —r’cos’ a(-rsina)da =2.[r2 sin’ ada = 2r21¥da =r’
z 0 0

2

) sina |2 L((x sinx sin0 r’r
=r*la- =r'l| —— 10— |=—=—
2 |, 2 2 2 2

A kor teriilete ennek kétszerese, tehdt t =r’xz . [/

Két folytonos fliggvény altal hatarolt sikidom teriletét — flggetlentl attdl, hogy az az x tengelyhez
viszonyitva hol taldlhaté — Ugy hatdrozzuk meg, hogy kiszamitjuk a két fliggvény legtavolabbi
metszéspontjait, majd e kett6 kozotti intervallumon integraljuk a két fliggvény kilonbségét, és annak
vesszik az abszolut értékét:

t=

[ (Fa—gta)x|

A kor részeinek teriilete

A kor terlletképletének ismeretében konnyen szamithatjuk a korcikk (és a korszelet) teriletét is,
felhasznalva, hogy a korcikk terilete és ivhossza egyenesen aranyos a kdzépponti szogével:

Konkrét feladatokban képletek helyett célszer(ibb a negyedik ardanyos szamitasaval meghatarozni a
korcikk tertletét:

t, a

(o}

>

r’r 27

A korszelet teriletének meghatdrozasakor pedig, ha annak kdzépponti szége konvex, akkor elébb
kiszamitjuk a hozzatartozo korcikk teriiletét, majd abbdl kivonjuk a kettd kiilonbségét alkoto egyenlé
szaru haromszog teriletét. Ha a kdzépponti szog konkdv, akkor el6bb célszerlen kiszamoljuk a neki
megfelel6 konvex sz6ghoz tartozod korszelet teriiletét, és azt kivonjuk a kor teriletébdl.

Korgyrik, korgydrdcikkek terlletét szintén a kor és részei terlletére célszer( visszavezetni.

Alkalmazasok:

A terlletszamitads a matematika egyik leggyakoribb alkalmazasi teriilete a hétkéznapi életben, példaul
lakasépitésnél, -feldjitasnal a sziikséges burkoldéanyagok mennyiségének kiszamitasara.

A fizikaban is sok helyltt hasznaljuk: valtozé eré munkajanak kiszamitasara (rugd energiaja, taguld gaz
munkaja, gravitacios potencialis energia stb.), tovabba a valtozd sebességli mozgasok soran megtett
ut kiszamitasara, a valtakozé aram effektiv teljesitményének (az effektiv aramerdsségnek és
fesziiltségnek) a meghatdrozdsdra — és hosszan lehetne sorolni még.
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23. tétel: Kombinacidk. Binomialis tétel, a Pascal-haromszog. A valdszinlség
kiszamitasanak kombinatorikus modellje. A hipergeometrikus eloszlas.

A 16. szazadban Génua varosallam nagytandcsa, a szenatorok kormdnyzé testiilete oly mddon Gjult
meg, hogy tagjai korébdl évenként 6ten kivaltak. Az 6t megliresedett helyre el6bb 120, kés6bb 90 jelolt
kozl, sorsolas utjan delegaltak az Uj szenatorokat. A génuai polgdrsag évrGl évre izgatottan varta az
Unnepélyes valasztasokat, és persze szinte mindannyian fogadasokat kotottek az 6t polgar személyére.
Aki legalabb két Uj tanacstag nevét eltalalta, mar valamilyen mérték(i jutalomhoz juthatott. A legtébbet
természetesen az a fogadd vaghatta zsebre, aki mind az 6t Ujdonsiilt szenator nevét megjdsolta. A
fogadasok olyan népszer(vé valtak, hogy kiilon iroda, majd késébb irodahalézat szervezésére volt
szlikség.

Ez a ,jaték” manapsag lottd néven kozismert és kdzkedvelt: 90 szam kozil kell kivalasztani 5-6t ugy,
hogy a kivdlasztas sorrendje nem szamit. A matematikdban az ilyen tipusd kivalasztasokat
kombinacionak nevezziik.

D: Ha n elem koziil kivalasztunk k elemet (k<n) Ggy, hogy minden elem legfeljebb egyszer vélaszthatd,

ez

kapjuk.

vE n! n
T: n elem k-ad osztalyd ismétlés nélkiili kombinacidinak szama Cf =—2~-=——— = .
k! k!-(n—k)! k

n
A fenti médon definialt (k]jelélést binomidlis egyiitthatonak nevezziik.

D: Ha n elem koéziil kivalasztunk k elemet Ugy, hogy minden elem t6bbszor is vdlaszthatd, és nem szamit

« sz

- (n+k-1
T: n elem k-ad osztalyd ismétléses kombinacidinak szama C*’ =( ¢ j

A binomialis egyltthaté elnevezést a kbvetkezd, binomidlis tétel indokolja, amely egy kéttagl 6sszeg
pozitiv egész kitev6jli hatvanyara vonatkozik:

k=0

, . . , . n _ (N n—k .k
Tétel: Ha n pozitiv egész szam, akkor (a+b) —Z ¢ a”'b" .

1 1
Bizonyitas: Ha n = 1, akkor (a+b)1 =a+b=(0ja+[1jb, igaz a tétel allitasa.

nz2 esetén (G+b)n =(0+b)'(0+b)'---'(0+b) . Végezziik el a szorzast! A zarojelfelbontas szabdlya

ndarab

miatt (minden tagot minden taggal meg kell szorozni) a kapott 6sszeg minden tagja a" “b* alaku lesz.
Ilyen tagot annyiszor kapunk, ahanyféleképpen az n darab tényez6bél ki tudunk valasztani k darabot
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(ezekbdl a b-t vessziik szorzétényez6ként, a tobbibdl pedig az a-t) gy, hogy a kivalasztas sorrendje

n
nem szamit. Ezek szdma C,',‘ = [k] , tehat a bizonyitando allitast kapjuk. //

Szintén a binomidlis egyutthatdkkal 1
taldlkozunk Blaise Pascal francia szerzetes, 1 1
filoz6fus, fizikus és matematikus hires 1 2 1
haromszogében. Itt minden tagot Ugy kapunk 1 3 3 1
meg, hogy 6sszeadjuk a folotte |évé kett6t.

Tovabbi érdekes tulajdonsagait vehetjlik észre 1 5 10 10 5 1
a binomialis egyltthatéknak:

T:

1 Tl " | trikus);
(1) 1=k (szimmetrikus);

n-1 n-1 n
(2) [ P J + ( ‘ ] = [kj (aPascal-hdromszog képzési szabdlya).

n
T: n elem{ halmaz k elem( részhalmazainak szdma (kj .

n n n n n
T: n elemd halmaz részhalmazainak szama (0]+[J+...+(k}+...+( JJ{ J=2" . (Ez a binomidlis
n— n

tétel alkalmazdsa az a = b = 1 esetre, tovdbbd a Pascal-hdromszég n + 1-dik sordban szerepl6é szamok
dsszege.)

A valészin(iség kiszamitasanak kombinatorikus modellje

Szintén a 17. szazadban élt Blaise Pascalhoz kéthetd a véletlen jelenségek matematikai eszkdzokkel
vald vizsgdlatanak Iétrejotte, a valdszinliségszamitas kezdete. Ennek modern, axiomatikus
megalapozdsat és kidolgozasat Andrej Nyikolajevics Kolmogorov végezte el a 20. szazad 30-as éveiben.

D: Legyen H egy nem lres halmaz. A H halmaz neve eseménytér.

Az eseménytér részhalmazait eseményeknek nevezziik.
- Az OcH,ezértaz D esemény, a neve lehetetlen esemény.
- A HCH, ezért a Hesemény, a neve biztos esemény.

A H egyelem( részhalmazai az elemi események.
Az események kozott miveleteket definidlunk a halmazmliveletek segitségével:

D: Legyen H egy eseménytér, és A és B tetsz6leges események H-ban.

(1) A+B=AUB 2) A-B=ANB
(3) A—B=A\B 4)  A=H-A
(5) Ha A-B=, akkor A és B kizdré események.
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Az események Osszege és szorzata kommutativ és asszociativ, tovabba igazak rdjuk a De Morgan-
azonossagok.

A Kolmogorov-axiomadk: Legyen H egy eseménytér. Létezik az eseménytér eseményeinek halmazan
értelmezett P fliggvény, amelyre teljesiilnek az aldbbi tulajdonsagok:

I Barmely A eseményre 0<P(A)<1.

1. P(H)=1.

M. Ha A;A,;...;A, egymast paronként kizaré események, akkor
P(A,+A,+...+A)=P(A)+P(A)+...+P(A))

D: A P fliggvény neve valdszinlség.
Ezek utdn ratérek a valdszinliségszamitas kombinatorikus modelljének ismertetésére.

D: Ha a H eseménytér nem Ures véges halmaz, és minden elemi eseményének valdszinlisége egyenl6,
akkor ezt az eseményteret az eseményeivel és a rajtuk értelmezett mdveletekkel egyitt klasszikus
valdszinliségi mezének nevezziik.

A kombinatorikus valdszinlségek altaldaban ilyen tulajdonsaguak (pénzfeldobds, kockadobas,
kartyalapok kihizasa stb.).

T: Ha H klasszikus valdszinlségi mezd, és elemi eseményeinek szama (|H| =) n, akkor az elemi

. P |
események valdszinlisége — .
n

T: Ha H klasszikus valdszinlségi mezd, tovabba |H|=n , és az A eseményre igaz, hogy |A| =k, akkor

pay=X.
n

Fentiek alapjan tudjuk egy kombinatorikus valdszinliség értékét meghatarozni a kovetkezd tort
__kedvezd esetek szama

értékeként: p
dsszes eset szama

A hipergeometriai eloszlas

Tekintslink most egy olyan ,lottdjatékot”, ahol N (35, 45, 90) elem koézil kell n (7, 6, 5) elemet
kivalasztani ugy, hogy minden elemet csak egyszer valaszthatunk, és nem szamit a kivdlasztas sorrendje
(skandindv, hatos és 6tos lottd). A & valdszinliségi valtozd értékei legyenek a taldlatok szamai

i€{0;1;2}---;n} . Ekkor annak valdszinlisége, hogy i talalatunk lesz p(cf:,'):#,

N

n
Ha N elem kozott s a ,,jé6” elemek szama, és n (n<s<N)elemet valasztunk ki ugy, hogy minden elemet
csak egyszer valaszthatunk, és nem szamit a kivalasztas sorrendje, tovabba a € valdszinliségi valtozd

értékei legyenek a talalatok szamai ie{O;l;Z;...;n} , akkor az i talalat valdszinlisége
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P(§=i>=w-

Azilyen tipusu é valdszinliségi valtozékat nevezzik hipergeometrikus eloszlasuaknak. (A € valdsziniiségi
valtozo értékeihez tartozo valdszinliségek halmazdt nevezziik a € eloszldsdnak.)

Gyakorlati alkalmazasok:

Kombinacidkkal sok helyutt talalkozunk, példaul a szerencsejatékokban (a kiilonboz6 lottdk), a
pokerkozvetitések kozben is ennek segitségével szdmoljdk jaték kozben az egyes jatékosok nyerési
esélyeit. Kedvelt példa, ha fagylaltot kérlink kehelybe.

Valdszinlségszamitassal kalkuldljdk a dijakat a kilonb6z6 életbiztositasokban, gépjarmu-
fel6sségbiztositasokban. A kiilonboz6 gyarak minGségbiztositasaban fontos szerepet jatszik a gyartas
koézbeni mintavételes mindség-ellenérzés, elvileg az erre jellemzé értékeket a hipergeometrikus
eloszlas szerint kellene szamolni.

Hipergeometrikus eloszldas esetén azonban a varhatd értéket az M(f):n-ﬁ, illetve a szérdst a

D(g):\/n.i.b.u képlettel lehet meghatdrozni, ezekbdl kellene a gyartds ,josagara”
N N N-1

visszakodvetkeztetni, ami igen nehéz feladat. Mivel azonban a gyakorlatban a mintat altalaban a néla
joval nagyobb elemszamu vizsgdlati anyagbdl veszik, igy a binomialis eloszlds is jél kozeliti ezen
értékeket. Igy a gyartasi folyamat ,jésdgara” (valdszin(iségére) a tobbszori mintavétel alapjan, a
binomialis eloszlassal szamolt varhato értékbdl és szérasbol hatarozzak meg (p :1_% ).

M(<)
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24 tétel: Permutaciok, variaciok. A binomialis eloszlas. A valdszinUség kiszamitasanak
geometriai modellje.

A klasszikus kombinatorika egy véges halmaz (adatsokasag) elemeinek (adatainak) adott szempontok
szerinti sorba rendezésével, mas megfogalmazassal az elemek (adatok) adott szempontok szerinti
lehetséges kivalasztasaval, ezek szamaval foglalkozik.

A kdonnyebb és egyszer(ibb leiras miatt definialjuk a faktoridlis miveletet!

n-(n-1)-(n-2)-..-2-1,ha n>2;

D: VneN esetén n!l:=
1, ha n<2.

« sz

Tétel: Az n elem( halmaz 6sszes permutacidinak szdma P, = n!
Bizonyitds: Az allitast n szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk.

l. n =0 esetén az Uires halmaz ,,elemeit” kell sorba rendezni, ezt egyféle mddon tehetjiik meg
(sehogy).
n =1 esetén az egy elemet szintén egyféle médon tudjuk sorba rendezni, gy, hogy leirjuk.

Il. Tegyik fol, hogy n = k esetén a k elem lehetséges sorba rendezéseinek szama k!.

M. Belatjuk, hogy n = k + 1 esetén a k + 1 elem lehetséges sorba rendezéseinek szama (k + 1)!
Gondolatban vegylink ki egy elemet a k + 1 elem kozil! A maradék k elemet k! féleképpen
lehet sorba rendezni. A gondolatban kivett egy elemet egy ilyen sorba rendezésbe k + 1
helyre tehetjik: a k elem kozti k — 1 helyre, vagy a sorba rendezés elejére, vagy a sorba
rendezés végére, igy a k + 1 elem egy sorba rendezését kapjuk. Azaz a k elem egy sorba
rendezéséb6l a k + 1 elem k + 1 sorba rendezését kapjuk, tehat

P =B (k+1)=k(k+1)=(k+1)! 1/

Ha a sorba rendezendd elemek k6zott vannak egyformak, akkor nem halmazrdl, hanem adatsokasagrol
beszélliink (egy halmazban egy elem egyszer fordul el).

D: Az n adatbdl all6 adatsokasag adatainak egy sorba rendezését az n adat (egy) ismétléses

«ses

T: Az n elemU adatsokasag Osszes ismétléses permutdcidinak szama
(k +ky +..+k)!

P =
A

(n=k +k,+..+k).

(Ha k, =k, =...=k, =1, azaz az adatok kézt nincsenek egyformdk, a képlet akkor is helyesen adja meg

a permutdciok szamat.)
A sorba rendezések egy masik fajtajat a varidcidk jelentik, ezt mar kivalasztasként definidljuk.

D: Ha egy n elem( halmazbdl kivalasztunk k elemet (k < n) Ugy, hogy egy elemet csak egyszer egy
valaszthatunk, és szamit a kivalasztas sorrendje, akkor az n elem egy k-ad osztalyu ismétlés nélkili

......
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n!

T: n elem k-ad osztalyd ismétlés nélkiili variacidinak szama V, =n-(n—l)-...-(n—k-|—l)

n! n! n!

(k = n esetén nyilvdn az n elem permutdcidit kapjuk, ekkor V, = ﬁ = a = T =n!l=P)
n—n)l 0!

D: Ha egy n elem(i halmazbdl kivalasztunk k elemet Ugy, hogy egy elemet tébbszor is valaszthatunk, és
szamit a kivalasztds sorrendje, akkor az n elem egy k-ad osztalyu ismétléses variaciojat kapjuk.

s Yy T . ki k
T: n elem k-ad osztalyl ismétléses variacidinak szama V"' =n-n-....n=n" .
%/_/

n
k darab
A binomialis eloszlas

Ebben a tételben nem feladatunk a valdszinliség teljes értelmezése, ezért csak azokkal a fogalmakkal
és tételekkel foglalkozom, amelyek a cimben megjeldlt fogalomra vonatkoznak.

A binomialis eloszlas egy klasszikus feladata, hogy ha egy szabalyos dobdkockat 6tszor feldobunk, akkor
mennyi annak a valdszinlisége, hogy pontosan kétszer dobunk 6-ost. A hatosdobas valészin(isége

)4 =%, a nemhatos-dobds val6szinlsége nyilvan ;zl—p =%. A binomidlis elnevezést az indokolja,
hogy egy eseménynek két, egymast kizard kimenetele van.
A kovetkez6kben néhany fogalmat definidlok:

D: Az olyan flggvényt, amelynek értelmezési tartomdanya egy eseménytér elemi eseményeinek
halmaza, képhalmaza pedig a valds szamok halmaza, valdszin(iségi valtozonak neveziink.

D: A valészin(iségi valtozé értékkészlete a lehetséges értékeinek halmaza.

D: A £ (,kszi”) véges valdszin(iségi valtozd lehetséges értékeinek halmaza legyen {Xl,‘XZ;...,'Xn} . Ekkor

a P(f = X,-) valdszinlségek halmazat a € eloszlasanak nevezziik.

A valdszinlségi valtozdk jellemzésére gyakorlati okokbdl két nevezetes értéket haszndlunk: a
valdszinlségi valtozo vdrhato értékét és a szordsat.

Ha igaz az az allitas, hogy az események relativ gyakorisaga sok kisérlet esetében a valdszinliséghez
nagy eséllyel kdzel van, akkor sok kisérlet esetében a kimentelek atlaga nagy eséllyel a sulyozott
kozéphez lesz kozel. Ez indokolja a varhato érték alabbi definicidjat:

D: Ha a ¢ val6szinliségi valtozé lehetséges értékeinek halmaza {Xl,‘Xz,'...,'Xn}, akkor az

n
M(&)= ZXi P(E =X,) 6sszeget a valdszinliségi véltozd varhato értékének nevezziik.
i=1

A varhato értéktdl vald eltérés jellemzésére a valdszinlségi valtozé szorasat vezetjik be:

2
D: Ha a £ valdsziniiségi valtozo varhatd értéke M(£), akkor az 77=(§—M(§)) valdszinliségi valtozd

varhato értékét a £ szérasnégyzetének nevezziik. A § szérasa D(&) = \/M((f—M(f))z) .
A szoras kiszamitdsat sok esetben megkonnyiti a kovetkezé tétel:
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T: Ha a { valészin(ségi valtozo varhato értéke m(&), szérasa D(E), akkor p? (&) = M(E2)— M2 (&) .

Ezek utan definidlom a binomidlis eloszlasu valdszinlségi valtozot:

D: Ha a £ valdszin(iségi valtozd lehetséges értékeinek halmaza {0}1}2;---;'7} , ahol n pozitiv egész szam,

. . . ny n—i P p . ™ . .

és eloszlasa P(E=i)=| |p (1—p) , ahol 0<p<1 valds szam, akkor a & binomialis eloszlasu
i

valodszinlségi valtozo (n és p a valdszinliségi valtozd paraméterei).
Nem bizonyitom a kdvetkezd tételt:
T: Ha £ n és p paraméter(i binomialis eloszlasu valdszinlségi valtozo, akkor M(&E)=np, illetve

D(£)=4/np(1-p).

Kiindulé feladatunk ilyen eloszlast mutat (a kedvez§ esetek szama/az 6sszes eset szama hanyadosanak
kombinatorikai Uton torténé meghatarozasa alapjan is):

0 1 2 3 4 5
£=93125 3125 1250 250 25 1 ,akeresettvaldsziniliség 1250,
7776
7776 7776 7776 7776 7776 7776

: N T ]
és D(&) = 56(1 6} "

M(Z)=5-

o |lun

1
6

Vegylk észre, hogy visszatevéses mintavétel esetén a binomidlis eloszlas alkalmazhaté.

A valdszin(iség kiszamitasanak geometriai modellje

D: Ha az eseménytér nem megszdmlalhaté halmaz, de mérhet6 (példaul van hossza, terilete vagy
térfogata), az eseményei mérhetdk, és valdszinliségik egyenesen aranyos a méretikkel, akkor ezt az
eseményteret geometriai valdszinliségi mezének nevezziik.

Néhdny példa geometriai valdszinliségi mezére: céltablara 16vés, Buffon-féle tliprobléma, két ember
taldlkozdsa megadott id6kdzben, megadott ott tartdzkodasi idével.

A Kolmogorov-axiomak segitségével egyszer(ien igazolhatd a kovetkez6 tétel:

T: Ha egy geometriai valdszinliségi mez6 eseménytere H, a rajta értelmezett mérték (példaul hossz,
H(A)

teriilet vagy térfogat) u, akkor barmely A eseményre igaz, hogy p(A) = )
H(H

Alkalmazasok:

Variacidkkal sok helyutt taldlkozunk, példaul a sportfogadasban, ilyen a Iéversenyen a harmasbefuté
(ismétlés nélkili) vagy a toté (ismétléses).

Valdszinliségszamitassal kalkuldljdk a dijakat a kilonb6z6 életbiztositasokban, gépjarmd-
felelGsségbiztositasokban. A kilénb6z6 gyarak minGségbiztositasaban fontos szerepet jatszik a gyartas
kdzbeni mintavételes mindség-ellendrzés, elvileg az erre jellemzd értékeket a hipergeometrikus
eloszlas szerint kellene szdmolni, de mivel a gyakorlatban a mintdat altaldban a ndla joval nagyobb
elemszdmu vizsgalati anyagbdl veszik, igy a binomidlis eloszlds is jol kozeliti ezen értékeket. A gyartasi
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folyamat ,josagat” (valdszinliségét) a tobbszori mintavétel alapjan szamolt varhatd értékbdl és
y ») )

s26rasbol szamoliak ki: mivel D(&) = \Jnp(1—p) =\[M(&)-(1-p) , ezért p:l_%.
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25. tétel: Bizonyitasi modszerek és bemutatasuk tételek bizonyitasaban.

A kozépiskolai matematikaban négyféle bizonyitasi modszert szoktunk hasznalni. Ezek kozil a
leggyakoribb az un. direkt bizonyitds.

D: Direkt bizonyitasnak nevezziik azt az eljarast, amikor igaz feltételekbél (axiomak, korabban
bizonyitott tételek), helyes logikai |épések sordn a bizonyitandd allitashoz jutunk.

Tétel: Ha egy kor egyik atmér6jének két végpontjat dsszekotjiik a kérvonal atmérévégpontoktol
kiilonb6z6 barmely mas pontjaval, akkor derékszogli haromszoget kapunk (Thalész tétele).

Bizonyitas: HAJ! Be kell latnunk, hogy BPA< = 90° .

Mivel OA=0B=0P, a kor sugara, ezért az
AOPA, illetve a POBA egyenl§ szaruak, igy
alapon fekvé szogeik (a, illetve P)
megegyeznek. igy az ABPA haromszég belsd
szogeinek 6sszegére:

(1+,B+(a+ﬂ):180°, amelybél

a+ [ =90", tehit P-nél derékszdg
van. //

D: Indirekt bizonyitdsnak nevezziik azt az eljarast, amikor feltételezziik a bizonyitandé allitas tagadasat,
majd helyes logikai [épések soran ellentmonddasra jutunk.

Tétel: A /2 irracionalis szam.
Bizonyitas:

Tegyiik fol, hogy a ~/2 a tétel 4llitdsaval szemben nem irracionalis, hanem raciondlis szam.

p
Emiatt a /2 felirhaté — alakban, ahol p;G€Z’ .
q

Emeljik négyzetre a =— egyenlGséget (a pozitiv szamok halmazan a négyzetre emelés ekvivalens

mdvelet)! igy kapjuk, hogy

2

2 =p—2 , amelybdl

2 2

29 =p’,

ami ellentmond a szdmelmélet alaptételének, mert mindkét oldalon egész szam 4éll, a bal oldalon
azonban a 2 paratlan hatvdnyon szerepel, mig a jobb oldalon vagy paros hatvanyon, vagy egyaltalan
nem szerepel. //
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A matematika harmadik nagyon fontos és igen sokszor hasznalt bizonyitasi mddszere a teljes indukcid,
amellyel dltaldban (valahonnantdl kezdve) az 6sszes természetes szamra vonatkozé allitast latunk be.
A modszer a teljes indukcié elvén alapul, amely szerint {ha egy Aallitas teljesil valamely (kezd§)
természetes szamra}, és {ha teljesiil egy (a kezd6 szdmnal nem kisebb) természetes szamra}, akkor
teljesil a kovetkezére is (mas néven: 6roklédik)}, akkor {az allitas teljesiil az 6sszes, a kezd6 szamnal
nem kisebb természetes szamra}.

Tétel: Ha egy szamtani sorozat elsé tagja a;, kiilonbsége d, akkor a szamtani sorozat els6 n tagjanak
2a, + (n - 1)d "

Osszege S, =
2

Bizonyitas: n szerinti teljes indukcidval bizonyitunk.

2a,+(1-1)d

l. n =1 esetén S, =
2

1=ag,,zazigaza tétel allitasa.

2a, +(k—1)d

Il. Tegyuk fel, hogy n = k esetén teljesil a tétel allitasa, azaz s, = k . (Ezt indukcids

feltevésnek nevezziik, amelyet a kévetkezs lépésben fel fogunk haszndlni.)
lll.  Belatjuk, hogy n = k + 1-re is teljesil a tétel allitasa, azaz
2a, +(k+1-1)d 2a, + kd
( ) a (k 1)

Sen = (k+1)=

Felhasznaljuk, hogy S,,, =S, +0,.,, illetve 0,,, =0, +kd , igy
_Zal+(k—1)dk+ 201k+k(k—1)d+201+2kd:

= . , +kd = 2 2
_2a,(k+1)+kd(k-1+2) _2a,(k+1)+kd(k+1) _2a, +kd(k +1). 1/
2 2

Végiil a negyedik bizonyitasi mddszer az, amely a skatulyaelven alapszik. E szerint:

T: Ha n darab térgyat k darab skatulyaban helyeziink el, és n > kp, akkor biztosan lesz legalabb egy olyan
skatulya, amelyikbe legalabb p + 1 targy kerdl.

p
Tétel: Ha p és g pozitiv egész szamok, akkor a — szam tizedes tort alakja vagy véges, vagy végtelen,
q

de szakaszos tizedes tort (azaz raciondlis szam).

Bizonyitds: Osszuk el a ,,hagyomanyos” mddon a p egész szdmot a g egész szammal. Az osztds soran
fellépd lehetséges osztasi maradékok O; 1; 2; ... ; g — 1 (g darab).

Ha van 0 maradék, akkor az osztas ebben a Iépésben befejezédik, azaz a tizedes tort alak véges.

Ha nincs 0 osztasi maradék, akkor legfeljebb g — 1 darab osztdsi maradék |éphet fol, tehat legfeljebb a
g-adik osztasnal mar olyan maradékot kapunk, amely korabban mar volt, azaz innen ismétlédni fognak
a tizedes tort jegyei, igy tehat olyan szakaszos tizedes tortet kapunk, ahol a szakasz hossza legfeljebb
g —1 hosszusagu. //

Gyakorlati alkalmazasként az Osszes, kozépiskoldban tanult tételt fel lehet hozni, mindegyiket
valamelyik fenti mddszer segitségével bizonyitottuk.
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Egy tréfas feladat bucsuzéul: Ldssuk be, hogy Budapesten 2015-ben legaldbb 12 olyan ember élt,
akiknek ugyanannyi hajszdla volt. (Budapest lakossaga ekkor 1.757.000 f6 volt, az emberi hajszalak
szama pedig — hajszintél is fliggben! — 70 és 150 ezer kdzott valtozik.)

Megjegyzés: Az utdbbi évtizedekben a szamitastechnika rohamlépték(i fejlédésével megjelentek a
szdmitégéppel tamogatott bizonyitdsok. Els6ként 1976-ban latta be a négyszin-tételt Kenneth Appel
és Wolfgang Haken, mig az 1611-ben megfogalmazott Kepler-sejtést (hogyan lehet egybevagd
gdmbokkel a legsiribben kitolteni egy térrészt) 1998-ban latta be Thomas Hales.
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1. szamu kiegészités — A valds szamok axiomarendszere (a valds
szamtest)

A gorog matematikdban csak az egynél nagyobb pozitiv egészeket tekintették szdmnak (az EGY
mindennek az alapja), és bar a tortekkel ugyanigy szamoltak, mint mi, azokat nem tekintették
szamnak, hanem csak két egész OsszemérhetéségébGl adddd ardnynak. ,Mennyiségeket
6sszemérhetének mondunk, ha ugyanazon mértékkel mérheték, 6sszemérhetetlennek pedig, ha nem
taldlhato hozzdjuk kbz6s mérték.” — hatdrozza meg a két fogalmat Eukleidész az Elemek X. kdnyvének
elején, amely a racionalis és irracionalis szamok elkiilonitésének felel meg.

A kozépiskolai matematikatanitasban, a szamfogalom torténeti fejl6dését kovetve, a természetes
szamoktdl haladunk a valés szamok felé.

A permanenciaelvet kbvetve gy terjesztjik ki a szam fogalmat, hogy a természetes szamok halmazan
bevezetett két mlvelet (0sszeaddas és szorzds), tovabba ezek megforditasai a kiterjesztett halmazon
mindig végrehajthatdk legyenek (a mivelet eredménye is eleme legyen a halmaznak, azaz a halmaz
zdrt legyen a miveletekre nézve).

Ezt az elvet kbvetve jutunk el a racionalis szdamok halmazaig, amely ilyen tulajdonsagu. Ezt kdvetéen
szeretnénk megforditani a bevezetett kovetkez6 miveletet, a négyzetre emelést. A négyzetgyokvonas
azonban kivezet a racionalis szamok halmazabdl, ezért egészitjlk ki azt az irracionalis (nem racionalis)
szamok halmazaval, hogy aztan a két diszjunkt halmaz uniéjat valds szamoknak nevezziik.

Ezzel a mddszerrel azonban alapvet6en logikai problémak vannak. Tekintsiik a racionalis és irracionalis
szamok legtébb tankdnyvben szerepl6 definicidjat (szerencsére a Sokszinli matematika-sorozat nem
ilyen):

D: Azokat a szamokat, amelyek felirhaték két egész szam hanyadosaként, racionalis szamoknak
nevezzik.

D: Azokat a szamokat, amelyek nem irhatdk fel két egész szam hanyadosaként, irracionalis szamoknak
nevezzik.

D: A racionalis szdmokat és az irracionadlis szamokat egyiitt valds szamnak nevezziik.

A probléma lényege a kovetkez6: minden definicid valamilyen alaphalmaz azon elemeit hatarozza meg,
amelyek eleget tesznek bizonyos feltételnek. Tekintslk példaul a szakaszfelez6 merdleges fogalmanak
meghatarozasat!

D: Legyenek adottak az S sikban az A#B pontok. Az AB szakasz szakaszfelez6 merélegesének
nevezzik a sik azon egyenesét, amely illeszkedik a szakasz felez6pontjara, és meréleges arra.

Tehat f,;:=e€{S egyenesei}, amelyre £, ceése L AB.

A racionalis és irracionadlis szamok fenti definiciéjabdl éppen az alaphalmaz megaddsa hidnyzik: mik
azok a szamok? Aztdn a szdmok fogalmat éppen e két meghatarozas segitségével definiadlja —tehat egy
fogalmat 6nmagdval hataroz meg, ez logikai hiba.

Ennek kévetkeztében el6bb a valds szamok fogalmdt, a valds szamok halmazdt kell meghatdrozni, hogy
aztdn annak részhalmazaiként definidlhassuk a tébbi nevezetes szamhalmazt.

Erre a geometridban latott axiomatikus felépités ad lehetGséget.
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A valds szamok axiomarendszere

Legyen R az a halmaz, amelyre teljesiilnek a kdvetkezs axidomak:

I. Testaxiomak
Ertelmezve van R —ben két (kétvaltozds) mliveleta +: RxR — R (8sszeadds) ésa -: RxR — R

(szorzas), melyek kielégitik a kovetkezbket:

(1) Vx;y eR esetén x +y =y +x (az 6sszeadds kommutativ);

(2) Vx;y € R esetén x-y =y -x (a szorzds kommutativ);

(3) Vx;y;zeR esetén (x+y)+z=x+(y+2z) és (x-y)-z=x-(y-z) (az 6sszeadds és a szorzas
asszociativ);

(4) Vx;y;zeR esetén (x +y)-z=(x-z)+(y-z) (aszorzds disztributiv az 6sszeadasra nézve);

(5) A0 R, amelyre Vx e R esetén x+0=0+x = x (additiv egységelem, zéruselem);

(6) 1 eR, amelyre Vx e R esetén x-1=1-x=x (multiplikativ egységelem);

(7) Vx e R esetén I(—x) e R, amelyre x +(—x) =(—x)+x =0 (additiv inverz);

(8)  VxeR\{0}eseténIx™ R, amelyre x-x =x"'-x=1 (multiplikativ inverz).

Il. Rendezési axiomak
Ertelmezve van az R testben egy < = RxR rendezési reldcid, azaz egy reflexiv,

antiszimmetrikus, tranzitiv és linearis reldcié, amelyre

(1) Vx;y;zeR és x<y esetén x+z<y+z (az 6sszeadas monoton);
(2) Vx;y;zeR,z>0¢és x<y esetén x-z<y-z (a szorzas monoton).

lll. Teljességi axioma
Az R rendezett testben minden nem (ires, feliilrél korldtos halmaznak van legkisebb felsd
korlatja.

Bizonyithato, hogy ilyen R halmaz létezik, és bizonyos értelemben egyértelm(ien meghatérozott. Az

R halmaz egyik modellje a valés szdmok halmaza, egy masik modellje a szdmegyenes; a valés szamok
halmaza és a szdmegyenes pontjai kozott kélcsondsen egyértelmd megfeleltetés létezik.

R nevezetes részhalmazai
D: Egy ACR halmazt induktivnak neveziink, ha teljesiilnek az alabbiak

(1) 1€A;
(2) ha X€A, akkor Xx+1€A.

T: Avalds szamok R halmazéban létezik legsziikebb induktiv halmaz.

D: A fentiek szerint egyértelmiien meghatarozott legszlikebb induktiv halmazt a természetes szamok
halmazéanak hivjuk, és az N szimbolummal jel6ljiik, elemeit természetes szamoknak mondjuk.

T: Atermészetes szamok N halmaza teljesiti a Peano-axidmékat, azaz

(1) 1eN;
(2) ha neN, akkor n+1eN;
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(3) ha AcN olyan halmaz, amely teljesiti az (1) és (2) tulajdonségokat, akkor A=N (ez az
axioma a teljes indukcids bizonyitdsok alapja).

D: Az xR szdmot egész szamnak nevezziik, ha léteznek olyan n;meN szamok, melyekre x =n - m.
Az egész szamok halmazara a Z jeldlést hasznaljuk.
D: Az xR szdmot racionalis szdmnak nevezziik, ha léteznek olyan peZ és g GZ\{O} szamok,

hogy x =P . Aracionalis szamok halmazara a Q jelolést hasznaljuk.
q

D: Az irracionalis szamok halmazan az R\ Q halmazt értjiik. Az irracionalis szdmok halmazara a Q*
jelolést hasznaljuk.

A valds szamok és a szamegyenes, a valds szamok tizedes tort alakja

A szamegyenes a valés szamok grafikai reprezentalasara hasznalt grafikai eszkdz, John Wallis, 17.
szazadban élt angol matematikus vezette be.

A szamegyenes két kitlintetett pontja az additiv (0) és a multiplikativ (1) egységelem, ezek geometriai
és algebrai tavolsaga az egység.

A szamegyenes minden pontjahoz egyértelm(i mddon hozza tudunk rendelni egy tizedes tértet (az
egység tizes osztdsainak és tovabbosztasainak segitségével), amely vagy véges, vagy végtelen
szakaszos, vagy végtelen nem szakaszos tizedes tort. (Az egyértelmlséget Ugy biztositjuk, hogy a
valahonnantdl kezdve csupa 9-est tartalmazd szamot nem tekintjlik tizedes tortnek.)

Mivel mind a valés szamok halmaza, mind a szdmegyenes az IR halmaz egy-egy modellje, ezért a
racionalis és irracionalis szamok definiciéjat az alabbi mddon is meg tudjuk adni:

D: Azokat a valds szamokat, amelyek tizedes tort alakja véges, vagy végtelen, de szakaszos tizedes tort,
raciondlis szdmoknak nevezziik.

D: Azokat a valds szamokat, amelyek tizedes tort alakja végtelen nem szakaszos tizedes tort, irracionalis
szamoknak nevezzik.
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2. szamu kiegészités — Vektorok, vektortér, skalaris és vektorialis

szorzat

A vektor fogalmdanak pontos definicidjahoz gondoljuk végig, amit (geometriai) értelmezésiikrél eddig
mondtunk: a vektor irdnyitott szakasz. A kbvetkez6kben el6szor csak sikbeli vektorokkal foglalkozom,

kétfeldl is kozelitve a kérdéshez.

Irdnyitott szakaszok

Tekintslink a sikban egy ABCD paralelogrammat, és vegylink f6l egy O vonatkoztatdsi pontot!

D h

a
d / ¢
A
B

Az abrdba berajzoltuk a cslcsokba mutaté
helyvektorokat, és a paralelogramma oldalait
irdnyitottuk, igy kaptunk négy kiil6nbéz6 (nem
egyeznek meg a kezdd- és végpontjaik!)
irdnyitott szakaszt: AB; AD: BC; és DC.
Nyilvan

TB:FC:b—a:c—d:p és

AD=BC=d-a=c-b=4q, ahol p és q helyvekto-
rok.

Tehat az abran harom-harom egyenl6 vektor talalhatd, ezek koordinatdi harmasaval megegyeznek:
azonosak a p és q helyvektorok végpontjainak koordinataival. Es ez utébbi megallapitas igaz minden
olyan tovabbi vektorra is, amely az itt szerepl6 iranyitott szakaszokkal egyiranyu és egyenl6é hosszu —
ilyet végtelen sokat talalunk. Mi indokolja, hogy megkiilonboztessik 6ket?

A pdrhuzamos eltolds mint geometriai transzformdcio

Legyen e és f két olyan egyenes, amelyre e||f és d(e;f):a, aholaeR . Jeléljik foe-vel azt a

geometriai transzformaciot, amelyet az e, majd az f egyenesre vald tengelyes tiikrézés egymas utani
végrehajtasaval kapunk. (A o (karika) a geometriai transzformdciok halmazdn értelmezett kétvdltozds
mlivelet, két geometriai transzformdcio szorzatdnak hivjuk. Mivel a geometriai transzformdciok is

fliggvények, ezért ( f oe)(P)z f(e(P)), Osszetett fliggvény, igy a geometriai transzformdciok

szorzatdt jobbrdl balra haladva kell elvégezni.)

Akkor lassuk a fenti mlvelet eredményét!

A rajzrol jol [athatd, hogy foe, a két tengelyes
tlikrozés szorzata egy olyan pdrhuzamos
eltoldst eredményez, amely az egyenesekre
merdleges, iranya e-t6l f felé mutat, nagysaga
pedig a két egyenes tavolsdganak a kétszerese
(20). Azaz EE"=FF", két egymassal egyenl6
irdnyitott szakasz.
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Legyenek most e; f; g és h a sik olyan egyenesei, amelyekre e|| f||g||h (ebben a sorrendben) és
d(e;f)=d(g;h)=a.

Ekkor az foe és a hog kiilbnbézé geometriai transzformdcidk ugyanazt a pdrhuzamos eltoldst

eredményezik, amelyekhez végtelen sok, egymdssal egyenlé irdnyitott szakasz tartozik. Miért
kiilénbéztessiik meg ezeket?

Miel6tt megadnank a vektor pontos fogalmat, egy fontos uj fogalom:

Ekvivalenciareldcio

D: A matematikdban ekvivalenciareldcié alatt olyan relaciét értliink, amely egyszerre reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv egy halmazon, azaz ® ekvivalenciareldcioé H-n, ha barmely a;b;c e H esetén:

(1) a®aq;
(2) Ha a®b, akkor b®a;
(3) Ha a®b és b®c, akkor a®vc.

(Az eddig megismert reldciok kéziil a = (egybevdgdsdg) és a ~ (hasonlésdg) reldciok ekvivalencia—
reldciok, a <;2;C reldciok nem azok.)

Ezek utdn definialjuk a vektort!

A vektor

Az S sik két pontja meghatdroz egy szakaszt. Ha egyiket kezdb6pontnak, a masikat végpontnak
nevezzink, akkor ezek meghataroznak egy irdnyitott szakaszt. Tehat az iranyitott szakasz a sik
pontjaibdl alkotott rendezett pdr:

AB=(A;B)eSxS.
Két iranyitott szakaszt ekvivalensnek tekintiink, ha azonos nagysaguak és iranytak, jeldlése AB=CD.

Az iranyitott szakaszok halmazan értelmezett ~ relacio ekvivalenciarelacié, mert:

(1) reflexiv: AB = AB;
(2) szimmetrikus: ha AB=cD, akkor CD=AB és
(3) tranzitiv: ha AB=CD és cD = EF, akkor AB=EF.

D: Az iranyitott szakaszok halmazanak a = ekvivalenciarelacié altal definidlt osztdlyait vektoroknak
nevezzik. Két (vagy tobb) azonos hosszUsagu és iranyu iranyitott szakasz ugyanannak az osztalynak
(vektornak) a képvisel6je (reprezentansa).

Amikor a reprezentansok altal képviselt osztalyokkal (vektorokkal) m(iveletet végziink (példaul két
vektort Osszeadunk), akkor a szerkesztéshez bdarmelyikiiket hasznalhatjuk, ezért ezeket szabad
vektoroknak nevezziik.

Ezzel a definicidval nyilvanvald az is, hogy a pdrhuzamos eltoldst mint geometriai transzformaciot az S
sik egy ekvivalenciaosztalydval (vektordval) adjuk meg, amelyet barmely irdnyitott szakasz
reprezentdlhat.
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Az S sikban egy O vonatkoztatasi pontot valasztva (és bazisvektorokkal felépitve egy koordinata-
rendszert) minden szabad vektornak pontosan egy O-bdl indulé reprezentdnsa (helyvektora) van, és
minden helyvektor eleme valamely ekvivalenciaosztalynak. A helyvektorok végpontjainak koordinatai
és a sik pontjainak koordinatai kozott igy egy kolcséndsen egyértelmi leképezés, megfeleltetés
hozhatd létre.

Emiatt a vektort agy is lehet tekinteni, mint tébb szambdl allé csoportot, amelyet a sikban rendezett
szamparnak, a térben rendezett szamharmasnak — az n dimenziés térben rendezett szam n-esnek
mondunk.

Ezzel egy egészen altaldnos, Uj fogalomig juthatunk el:

A vektortér

D: Legyen T egy test (példaul a valés vagy a komplex szdmok halmaza, bévebben az 1. szamu
kiegészitésben). Egy V nem Ures halmazt vektortérnek neveziink a T test felett, ha

(1) AVhalmazon értelmezve van egy dsszeadds nevl m(velet (egy +:V xV =V fiiggvény), amely
Va;b eV elempérhoz hozzarendel egy és csak egy V-beli elemet (a+b), tovabba

(2) T és V kozott értelmezve van egy skaldrral valé szorzds nevii miivelet (egy -:TxV =V fiigg—
vény), amely VkeT és Vb eV elemparhoz hozzarendel egy és csak egy V-beli elemet (ka)

ugy, hogy az alabbi azonossagok, az un. vektortéraxiomdk teljesilnek:

I. Vaz dsszeadasra nézve
(1) kommutativ: Va,beV eseténa+b=b+a;

(2) asszociativ: Va;b;ceV esetén (a+b)+c:a+(b+c), tovabba
(3) létezik neutralis elem, 0V, V nullvektora, amelyre VacV eseténa+0=a, és
(4) invertalhats, azaz VeV esetén létezik olyan -a€V, amelyre a+(-a)=0, additiv inverz.

Il. A skalarral valé szorzasra

(1) VkeT ésVabeV esetén k(a+h)=ka+kb;

(2) Vk,I€T ésVaeV esetén (k+/)a=ka+/a;

(3) Vk, /€T ésVaeV eseténk(la)=(kl)a és

(4) VaeV esetén 1a=a, ahol 1a T test egységeleme.

V elemeit vektoroknak, T elemeit skaldroknak nevezziik.

A vektortér (mas néven linedris tér) a linedris algebra egyik legalapvet6bb fogalma. A vektorokkal
végezhetd miiveletek legelemibb tulajdonsagait axiomatikusan definidlja, az altalunk hasznalt sik és
tér altalanositdsa tobbdimenzidés terekre. Jelentésége nem csupan elméleti, a fizikdban,
informatikaban, a komputergrafikdban, tovabba szamos mas elméleti és alkalmazott tudomanyagban
jatszik fontos szerepet — hogy a matematika mas agairél most ne is szoljunk.

A skaldris szorzatrol
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Ha T=R, és 3(01202}---}0,}---}0,,)GV, ahol 0; eR, akkor n = 2 esetén a sikbeli, n = 3 esetén a térbeli

vektorokat kapjuk.

D: Ha 3(01;02,'---;0,;---;0,,),’b(bl;bz}---,'b,,'---,'bn)EV, ahol a;;b, €R, akkor a két vektor skalaris szorzatan

a kovetkezd Ssszeget értjik: ab=a,b, +a,b, +...+ab, +...+a,b, =D ab,.
i=1

A vektoridlis szorzat

Az euklideszi térben a vektorok kozott tudunk olyan szorzdsi mdivelet értelmezni, amely nem vezet ki
a vektorok halmazabdl, azaz a miivelet eredménye is vektor.

D: Legyen a és b két vektor a V euklideszi térben. Az a és b vektor vektori szorzatédn (jele axb ) aztac
vektort értjik, amelyre

(1) |c|:|a||b|sin<(a;b) és
(2) cmerdleges az a és b vektor sikjara oly médon, hogy a; b és c ebben a sorrendben jobbsodrdsu
rendszert alkot.

A vektorialis szorzat iranyat az egyik jobbkéz-
szabadllyal tudjuk meghatarozni.

E mdveletnek nagyon sok érdekes tulajdonsaga
van, tobbek kozt:

- nem kommutativ; +Q x b

- nem asszociativ, de
- az 0sszeadasra nézve disztributiv. G

A fizikdban nagyon sok ilyen maddon b
szamolhaté mennyiséget ismeriink:

- er6 forgatonyomatéka: M=rxF;
- egy anyagi pont perdiilete: N=rxp;

- a mdagneses Lorentz-er6: F:q(va),

illetve F =/(|><B) sth.
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TUDNIVALOK A VIZSGAZOK SZAMARA
A MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI VIZSGAN

A szobeli vizsgan a tétel cimében megjeldlt téma kifejtését és a kitlizott feladat megoldasat varjak el a
vizsgazoktol.
A tétel cimében megjelolt témat logikusan, aranyosan felépitett, szabad eléadasban, onalléan

kell kifejtenie. A vizsgabizottsag tagjai akkor kérdezhetnek kozbe, ha teljesen helyteleniil indult el,
vagy nyilvanvalo, hogy elakadt.

Ehhez a felkésziilési id6 alatt célszer(i vazlatot készitenie. Ebben tervezze meg a cimben megjelolt
témakor(0k)hoz tartozo ismeretanyag rovid attekintését, dolgozza ki azokat a részeket, amelyeket
részletesen kifejt, oldja meg a feladatot. Vazlatat felelete k6zben hasznalhatja.

A feleletben feltétleniil szerepelniiik kell az alabbi részleteknek:

egy, a témahoz tartozo, a vizsgazd valasztasa szerinti definicio pontos kimondasa;

egy, a témahoz tartozo, a vizsgazd valasztasa szerinti tétel pontos kimondasa és bizonyitasa;

a kitlizott feladat megoldasa;

a téma matematikan beliili vagy azon kiviili alkalmazasa, illetve matematikatorténeti vonatkozasa
(tobb ismertetése vagy eqy részletesebb bemutatdasa)

Ha a tételhez tartozoé kitlizott feladat bizonyitast igényel, akkor ennek a megoldasa nem helyettesiti a
témakorhoz tartozo tétel kimondasat és bizonyitasat.

Hasznalhato segédeszkozok: a tételcimekkel egyiitt nyilvanossagra hozott képlettar (a vizsgabizottsag
biztositja), szoveges adatok tarolasara és megjelenitésére nem alkalmas zsebszdmologép, korzo, vonalzo
€s szOgmeEro.

A tétellapra rajzolni és irni nem szabad!

Ertékelés
A szdbeli vizsgan elérhetd pontszam 35. Az értékelés kozponti értékelési utmutato alapjan torténik.

Az értékelési szempontok:
A felelet osszetétele, felépitésének szerkezete 10 pont
Logikus felépités, szerkesztettség, tartalmi gazdagsag 6 pont
Ebben a pontban kell értékelni a feleletben szerepld, a témahoz ill6 definicioknak,
a kimondott tételnek és bizonyitasanak a nehézségét is.

A felelet matematikai tartalmi helyessége 4 pont
A feleletben szereplé, a témahoz ill6 definicié helyes kimondasa 2 pont
Ha t6bb definiciot is elmond, akkor a definiciora adhato 2 ponttal a legjobbat kell értékelni.
A feleletben szereplé, a témahoz ill6 tétel helyes kimondasa és bizonyitasa 6 pont
A tétel helyes kimondasa 2 pont
A tétel helyes bizonyitasa 4 pont
A kitiizott feladat helyes megoldasa 8 pont
Ha a feladatot csak a vizsgaztato segitségével tudja elkezdeni, akkor maximum 5 pont adhato.
Alkalmazasok ismertetése 4 pont

Egy, a tételhez illo alkalmazas vagy matematikatorténeti vonatkozas részletes kifejtese,
vagy 3-4 lényegesen eltérd alkalmazas vagy matematikatorténeti vonatkozas rovid ismertetése.

Matematikai nyelvhasznilat, kommunikacios készség 5 pont
Matematikai nyelvhasznalat 2 pont
Onallo, folyamatos eléadasmod 2 pont
Kommunikacio 1 pont

Ez utobbi 1 pont akkor is jar, ha a vizsgazo onallo felelete utan nem volt sziikség kérdésre.

Felhivjuk a figyelmet, hogy azoknal a témakdroknél, ahol a cimben foglalt téma kifejtésének egyik
legfontosabb része alkalmazasok ismertetése, ott a matematikan kiviili alkalmazasok felsorolasat
helyettesitheti egy matematikan beliili alkalmazas részletes ismertetése.



A zsebszamologép hasznalata a matematika érettségi vizsgan

A kozépszintli I1. feladatlap és az emelt szintii feladatlap 3. oldalén a vizsgazoknak sz616 Fontos tudnivalok
5. ¢és 6. pontja igy szol:

5. A megoldasok gondolatmenetét minden esetben irja le, mert a feladatra adhat6 pontszam jelen-
tOs része erre jar!

6. Ugyeljen arra, hogy a lényegesebb részszamitasok is nyomon kovethetdk legyenek!

A zsebszamologépek gyors fejlodésének kdvetkezménye, hogy a mai gépek a néhany évvel ezelottieknél
sokkal tobb matematikai miiveletet képesek elvégezni. igy bizonyos esetekben sziikségesnek latszik pon-
tosabban meghatarozni, melyek azok a 1ényeges részszamitasok, melyeket a vizsgazoknak a gondolatme-
netiik részeként feltétleniil le kell irniuk azért, hogy a feladatban elérheté maximalis pontszamot megkap-
hassak, s melyek azok, melyeket pusztan a zsebszamologép hasznalatara hivatkozva a javito tanar elfogad-
hat.

Ezért—a 2017. majusi vizsgaktol kezd6déen — a feladatlapokban a Fontos tudnivalok és a javitasi-értékelési
utmutatok elején olvashatd, a javitd tandroknak szold Fontos tudnivalok — tartalmi kérések részt a tételké-
szitd bizottsdg az indoklasi kotelezettség tovabbi pontositasaval kiegésziti.

7. A gondolatmenet kifejtése soran a zsebszamologép hasznélata — tovabbi matematikai indoklas
nélkiil — a kovetkezd miiveletek elvégzésére fogadhato el: 6sszeadas, kivonas, szorzés, osztas, hat-

n
vanyozas, gyokvonas, nl, [k] kiszdmitasa, a fliggvénytablazatban fellelhetd tablazatok helyette-

sitése (sin, cos, tg, log és ezek inverzei), a m és az € szam kozelitd értékének megadasa, nullara
rendezett masodfoku egyenlet gyokeinek meghatdrozdsa. Tovabbi matematikai indoklas nélkiil
hasznalhatok a szamologépek az atlag és a szoras kiszamitasara abban az esetben, ha a feladat
szovege kifejezetten nem kdveteli meg az ezzel kapcsolatos részletszdmitasok bemutatdsat is.
Egyéb esetekben a géppel elvégzett szamitasok indoklas nélkiili 1épéseknek szamitanak, igy azo-
kért nem jar pont.



Matematika — emelt szint

Oktatasi Hivatal

MATEMATIKAI KEPLETTAR

Hatvanyok

a"-b"=(a-b)@*+a"+a"b? +..+ab" 2 +b" )
a2k+l + b2k+l — (a+ b)(aZK _ a2k—lb + a2k—2b2 - _ab2k—1 + b2k)

a2k _ b2k — (a + b)(aZk{l _ a2k72b + a2k73b2 S ab2k72 _ b2kfl)

Binomialis egyiitthatok
n (n
k) (n—k
n n n+1
+ =
[ (o)

Haromszogek
K=2s
7= G- a)s-b)6_0) =

4R

Felszin és térfogat

Csonkagtla: v =%(T +\/T_t+t)

Csonkaktp: A= n[RZ +r’+(R+ r)a}

V=%(R2+Rr+r2)

Go6mb: A=4R*n=d’n
_ 4R _d’n
3

a’sinBsiny

2sina
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Matematika — emelt szint

Oktatasi Hivatal

Trigonometriai osszefiiggések
sin(a.£p)=sina.cosp+cosasinp
cos(a+B)=cosacospFsinasinp

tga £ tgp
1Ftgatgp

tg(a+p)=

Differencialszamitas

(c-f)'=c-f'
(f+g)'=f'xg’
(f-g)=f-g+f-g
fy f.g-f-g
(Ej Bk
(f(@)'=1'(9)-9’

(sinx)'=cos x

(tgx)'=—
COS™ X

Integralszamitas

I(c- f)=c-jf
Isinx dx=-cosx+C
fz—jf

b

b
(c- f):c-jf

D — T D —T

Valosziniiségszamitas

P(A)+P(A) =1

P(A+B)=P(A)+P(B)—P(A-B)

P(A-B)

P(A|B)= P(B)

(cos x)'=—sin x

(ctgx)'=——
SIn™ X

I(fig)zj.fi_[g

Icosx dx=sinx+C

D — T 6 —

—
-+

D ey T
(=]
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